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CARTA DEL EDITOR

Ofrecemos una breve resefia de las investigaciones realizadas por Jacob
Wolfowitz, publicada en 1980 cuya secuencia calendarica es congruente con la de este
2025.

En 1980 la casa editorial Springer- Verlag publica la obra titulada *“Jacob
Wolfowitz Selected Papers” editada por J. Keifer del Departamento de Estadistica de la
Universidad de California en Berkeley, con la colaboracion de U. Augustin y L. Weiss.

La obra incluye resultados muy relevantes de las investigaciones en el area de
estadistica de este ilustre matematico nacido en Varsovia, Polonia un sabado 19 de marzo
de 1910y que a la fecha de la publicacion de esta obra laboraba para el Departamento de
Matematicas de la Universidad del Sur de Florida pues habia emigrado junto con su
familia a Norteamérica en 1920. En conjunto, su trabajo de investigacion produjo
importantes y sorprendentes resultados en estadistica tedrica. Colaboro para el Grupo de
Investigacion en Estadistica en la Universidad Columbia durante la segunda guerra.

En sus mas de 40 afios de investigacion, sus resultados han sido clasificados por
el editor y sus colaboradores en un formidable intento de incluirlos en las areas de las
matematicas ya establecidas.

Los nimeros entre parentesis corresponden al orden en que aparecen en la
bibliografia de la publicacion; compartimos algunas de ellas. A) En el campo de la
Inferencia No paramétrica se incluyen: (1) Limites de Confianza para funciones de
Distribucion Continuas; (9) Pruebas Estadisticas basadas en las permutaciones de las
observaciones; (61) Caracter Asintético Minimax de Muestras de Distribucion. Funcién
para variables vectoriales del azar; 49) Carécter Asintético Minimax de Muestras de
Distribucion. Funcién y estimador multinomial clasico. B) En el campo del Analisis
secuencial se pueden citar: (13) Sobre la estimacién Binomial Secuencial; (15) La
eficiencia de las estimaciones secuenciales y la Ecuacién de Wald para los procesos
secuenciales; (16) El caracter 6ptimo de la prueba de la raz6n de probabilidad secuencial;
(85) Observacién sobre el caracter 6ptimo de la prueba de la razén de probabilidad
secuencial. C) En el area de la Teoria de la Decision estadistica se publican: (23)
Soluciones de Bayes para los problemas de Decision Secuencial; (25) Estimaciones
Minimax de la media de una Distribucion Normal con varianza conocida; (27)
Eliminacion de la aleatorizacidon en ciertas decisiones estadisticas. Procedimientos y
juegos de suma cero para dos personas. D) En el campo de la Teoria Estadistica
Asintotica, tenemos: (38) EI Método de la Méaxima Posibilidad y la Teoria de Wald sobre
Funciones de Decision; (42) Estimacion del Método de la Distancia Minima; (53) El
Método de la Distancia Minima. E) En el area de los Estimadores de Maxima probabilidad
es interesante considerar lo que los editores escriben. Sean X, ... , X,, observaciones
independientes entre si (variables aleatorias) con idéntica frecuencia de funcion f(- | )
y que depende de un valor de un parametro desconocido (para el estadistico). Ademas,
sea k(n) un factor normalizador para un “buen” estimador de 6.

Un estimador ¥, (Xy,... , X,) se define ahora como un objeto matematico
asintéticamente eficiente con respecto a un conjunto R € R dentro del espacio de 8 si,
entre todos los estimadores que satisfacen una condicion de regularidad natural, el limite



de Py {k(n)(W, — 0) € R} es el mayor para todos los valores admisibles de 6. Un
estimador Z,, (X4, ... , X;;) se denomina estimador de méaxima probabilidad (MP, por sus
siglas en inglés) si este objeto matematico maximiza la integral: [ [T, f((X))! 6)d@
sobre el conjunto {8 | 8 € d — [k(n)]™* R}, con respecto a d. En su articulo titulado
Estimadores de maxima Probabilidad (88) Wolfowitz demuestra que el estimador MP es
asintéticamente eficiente con respecto a R.

En realidad, se muestra bajo condiciones mucho mas generales que aquellos en
que las observaciones son independientes e idénticamente distribuidas.

Ademas, el parametro 8 no necesita ser unidimensional. Ciertas modificaciones a
la solucion de la integral arriba descrita (sobre el estimador MP) muestran ser
asintéticamente equivalentes y como consecuencia, también asintticamente eficientes
(con respecto a R) que, en si, puede depender de 6.

Por otro lado, Wolfowitz consider6 en sus articulos Estimacion de méxima
posibilidad de un parametro de traduccion de una distribucién truncada (108),
Estimadores de probabilidad maxima en el caso clésico y en caso “casi plano” (111),
Estimadores asintoticamente eficientes cuando las densidades de las observaciones tienen
discontinuidades (114) las clases de problemas que no se relacionan con los casos
“regulares”. Consecuentemente, la teoria del estimador MP se extiende a la aplicacion
para una funcion general de pérdida, analizada en su articulo Estimadores de probabilidad
maxima con una funcién general de pérdida (95); La funcion de pérdida correspondiente
a un conjunto R es, en si, la funcién de pérdida 0 — 1.

Consecuentemente, en su articulo titulado Estimadores de Probabilidad Méaxima
y suficientemente asintéticos (100) una estadistica esta definida por ser asintoticamente
suficiente si, (asintoticamente) el estimador MP es una funcidén Unicamente de esta
estadistica. F) En el area del Disefio de Experimentos en el que Jack Kiefer, uno de los
editores de este libro ha contribuido al desarrollo de la modernizacion de esta teoria, con
base en la eleccion de valores en un espacio dado 7 de la variable independiente
(controlable) en una regresion establecida, que generard el estimador de minimos
cuadrados (LSE) por sus siglas en inglés o coeficientes de regresién aproximadamente
optimos, en sentido especifico, para tamafios de muestra grandes.

En el articulo denominado Disefio Optimo en problemas de regresion (60),
Wolfowitz ofrece la solucion para la estimacion Optima de un solo coeficiente de
regresion en términos de un problema de aproximacion relacionado con Chebyshev; de
igual manera, analiza la minimizacion de la determinante de la matriz de covarianza
(varianza generalizada) de estimadores de cualquier nimero de coeficientes. En el caso
de que todos los coeficientes deben ser estimados Wolfowitz muestra este criterio en su
articulo titulado: La equivalencia de dos problemas extremos (64) y que es equivalente al
criterio de eleccién de disefio que minimiza el valor maximo sobre T de la varianza en
cualquier punto de la regresion misma LSE, y que es el primero de una serie de resultados
de “equivalencia” para otros criterios que han surgido subsecuentemente en esta area y
gue son métodos Utiles para el calculo de disefios 6ptimos tanto de forma analitica como
a través de rutinas iterativas para computadora.



El autor investigo sobre problemas de extrapolacion de regresion a una region
fuera de T asi como tambieén la interpolacion hacia una region que es subconjunto de 77 y
estan publicados con el titulo de Extrapolacion 6ptima y disefios de extrapolacion I, (77)
I1 (78) junto con J. Kiefer (78) siempre y cuando la region sea un conjunto asimétrico en
la vecindad de Oy el modelo sea una regresion polinomial con le condicion 77 = [—1, 1].
G) Sus resultados de investigacion fueron muy amplios en otras areas de la inferencia
estadistica.

En el articulo titulado Limites de tolerancia para una distribucion normal (11) y
en colaboracion con A. Wald tratan sobre el célculo de los limites de tolerancia para la
distribucion normal con media y varianza desconocidas; en la contribucion titulada
Limites de confianza para una fraccion de la poblacion normal comprendidos entre dos
limites dados (12) ofrece una aproximacion para el problema sorprendentemente dificil
de determinar un intervalo de confianza para la probabilidad de asignar un intervalo
especifico aplicando la regla normal.

Su articulo titulado EI poder de las pruebas clasicas asociadas con la distribucion
normal (21) es todo un clasico en la literatura estadistica pues propone propiedades
Optimas de varias pruebas relacionadas con la teoria normal clasica anticipandose a
resultados de investigacion posteriores con resultados muy similares; influyd mucho
también en investigadores que publicaron resultados para condiciones sobre varios
conjuntos de distribuciones que permiten tomar decisiones correctas, con alta
probabilidad de fijar la regla correcta para muestras bastante grandes en su publicacion
titulada: Como distinguir conjuntos de distribuciones (59). H) Wolfowitz se involucro
mucho en la ruta que siguid el pensamiento estadistico, asi como los sistemas
fundamentales que la han inspirado, en particular siendo muy escéptico con algunos de
los primeros autores del pensamiento Bayesiano al grado de eliminar muchas dificultades
estadisticas, al realizar comentarios muy convincentes sobre varios aspectos practicos
relacionados con estos aspectos al estudiar detalladamente los axiomas de la teoria
bayesiana y formular aspectos criticos sobre ella.

Realiz6 también cuantiosas investigaciones en la Teoria de la informacion con
mas de 25 publicaciones en esta area; por ejemplo, en su articulo titulado Canales de
funciones de probabilidad que varian arbitrariamente (72), en colaboracion con J. Kiefer,
es el primero publicado con resultados sobre canales de variacion arbitraria y se refiere a
la codificacion simultanea de canales con respecto a todos los estados cuando el conjunto
de estados es un producto Cartesiano con el tiempo. Propone las condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de tasas de codigo positivas para cualquier probabilidad
de error 4 (0 < A1 < 1) validada para el argumento de codigo de grupo.

Los resultados de sus cuantiosas investigaciones de pueden sintetizar en
problemas de canales y de codigo, que son basicamente, problemas de tiempo finito;
ademas propone una nueva aproximacion al teorema de Shannon, relacionada con un
acercamiento al intervalo de confianza, demostrando en reciproco de este teorema, en su
articulo denominado Aproximacion a un criterio de confianza (82). 1) En Teoria de la
Probabilidad, Wolfowitz realiz6 importantes investigaciones.

En su reporte de investigacion titulado: Observaciones sobre la nocion de
recurrencia (20), escribe una prueba extremadamente simple del Teorema de recurrencia
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de Poincareé relacionado con las medidas finitas no necesariamente probabilisticas, asi
como a la férmula de Kac para el tiempo medio de recurrencia.

Durante la segunda guerra, estuvo investigando sobre la configuracion geométrica
gue describe un conjunto convexo en movimiento al entrar en contacto con una particula
de movimiento aleatorio, y que reportd en su articulo titulado: Las distribuciones de
angulos planos en contacto (19). En colaboracion con Chung, generalizaron un célebre
resultado propuesto por Erdds, Feller y Pollard y que es consecuencia de un trabajo de
Kolmogorov, en la publicacion titulada Sobre un teorema del limite en teoria renovada,
demostrando que valores enteros de una secuencia de datos aleatorios independiente e
idénticamente distribuidos X; con esperanza positiva y muy posiblemente infinita m, el
nGmero esperado de veces n que S, = j(1 < n < o) se aproximaa &/, ,conj — o ;
donde t representa el maximo comun divisor de los valores que sostienen la Ley de
Probabilidad sobre X;.

En este doceavo numero en la seccidn objetos matematicos se presenta un trabajo
que continda el discurso editorial “Breve exégesis sobre los estimadores de maxima
probabilidad propuestos por Jacob Wolfowitz y L. Weiss”, asi como una propuesta
innovadora denominada “Teorema del Primo Cociente Minimal TPCM y Conjeturas de
la Descomposicion Primal Mixta” y un algoritmo novedoso denominado “Teorema para
el calculo general de &reas de Lunulas con arco exterior igual a una semicircunferencia
mediante geometria integral.”

Para la seccion de objetivos se presentan trabajos de inteligencia artificial en
ingenieria como el “Disefio y modelo matematico de un control ANFIS para una
termoformadora de blisteres mediante vision artificial FIR” e investigacion de
operaciones con “Propuestas de modelos matematicos en una RNA y teoria de colas”.

Los editores.
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Resumen- Los resultados de investigacion en el area de la
estadistica matematica realizados por Jacob Wolfowitz han sido
muy relevantes para el avance de este objeto matematico. Una de
sus publicaciones describe y demuestra las proposiciones
matematicas inherentes a los estimadores de maxima
probabilidad. Su importancia se basa en maximizar la medida de
la probabilidad del enunciado propuesto para que se obtenga
como resultado los datos observados. Empiezo con la descripcion
breve del Método de la méaxima fiabilidad, como un antecedente
necesario para abordar un ligero estudio sobre los Estimadores
de Maxima Probabilidad. Para ello, propongo 11 definiciones, 4
consecuencias y 3 consecuencias inmediatas, desde un enfoque
axiomatico. En el articulo original, estas Gltimas son los teoremas
propuestos por los autores, sin embargo y para efectos de esta
breve exégesis, los describo como enunciados consecuentes de un
convincente andlisis propuesto por los autores.

Palabras Clave- estimadores, probabilidad méaxima, fiabilidad.

Zusammenfassung- Die Forschungsergebnisse von Jacob
Wolfowitz auf dem Gebiet der mathematischen Statistik waren
fur die Weiterentwicklung dieses mathematischen Gebiets von
groRer Bedeutung. Eine seiner Verdffentlichungen beschreibt
und demonstriert die mathematischen Aussagen der Maximum-
Likelihood-Schéatzer. Ihre Bedeutung liegt in der Maximierung
des Wahrscheinlichkeitsmalles der vorgeschlagenen Aussage,
sodass die beobachteten Daten als Ergebnis erhalten werden. Ich
beginne mit einer kurzen Beschreibung der Methode der
maximalen Zuverlassigkeit als notwendigem Hintergrund fur
eine kurze Studie der Maximum-Likelihood-Schétzer. Zu diesem
Zweck schlage ich 11 Definitionen, 4 Konsequenzen und 3
unmittelbare Konsequenzen aus einem axiomatischen Ansatz
vor. Im Originalartikel sind dies die von den Autoren
vorgeschlagenen Theoreme; fiir die Zwecke dieser kurzen
Exegese beschreibe ich sie jedoch als konsequente Aussagen einer
von den Autoren vorgeschlagenen tiberzeugenden Analyse.

Schlagworter-.  Schétzer, maximale Wabhrscheinlichkeit,
Zuverlassigkeit.
Pe3ztome- Pesynbratsl UCCIIeIOBAaHUM B obnactu

MaTeMaTHYEeCKOM CTAaTHCTHKH, TPOBEACHHBIX SIko6oM Byndosuiiem,
OBLTH BeChbMa aKTyaJIbHBI IS TIPOJBUYKECHUS 3TOro
MaTeMaTH4ecKoTo 00bekTa. OHa U3 ero MyOIUKalnil ONMICHIBACT 1
JNEMOHCTPHUPYET  MAaTeMaTHYeCKHE MNPCHJIOKCHUS, IPHCYIIUe
OLICHKaM  MAaKCHMalbHOTO  mpaBiomnomobus. MX  BaxHOCTB
3aKIII0YaeTCsl B MAKCUMH3ALUN MEPhI BEPOSITHOCTH IMPEIIaracMoro
YTBEPKIACHUS, 4TOOBI HAOJIIOMaeMble JaHHBIC OBUIM IOJNYYCHBI B
pesynbraTe. Sl  HauMHAI0 € KPaTKOro OIMCaHUS  METoJa
MaKCUMAaJIbHON HaJeKHOCTH B KavyeCTBe He00Xoammoro (oHa it
KPaTKOTO H3y4YeHHs OLEHOK MaKCHMalbHOro mnpaspononobus. C
9TOM menbio s mpemiaraio 11 ompenenenuii, 4 crienctBus u 3
HETIOCPE/ICTBEHHBIX CIICACTBUS W3 aKCHOMATHYECKOTO mojaxonaa. B
OpUTHHAJBHOW CTaThe OTH IMOCIEIHHAE SBISIOTCS TEOPEMaMH,
MPEUIOKECHHBIMU aBTOPAaMU; OJHAKO, U JUIS IeJIed 3TOT0 KPaTKoro
TOJIKOBAHUS, 5 OMIUCBIBAIO MX KaK MOCJIE0BaTeIbHbIE YTBEPKACHH
yOeaUTeNbHOTO aHaIN3a, NPeAI0KEHHOI0 aBTOPaMHU.

Teeu- OLEHIINKH, MAKCUMAJIbHOE HpaB,HOHOILO6PIe, HaJCXKHOCTD.
Mathematical Subject Classification: 62F10

I. INTRODUCCION

El método de fiabilidad méxima es uno de los
procedimientos generales para establecer estimadores de
parametros desconocidos en la Teoria de la estimacion
estadistica. En 1969, Jacob Wolfowitz publicé su articulo
denominado Estimadores de Probabilidad Maxima con una
funcion general de pérdida, en colaboracion con L. Weiss. El
propdsito central de su articulo es resolver el problema de la
estimacién asintética en su forma mas general, para asi
extender los resultados a la generalizacion del método de la
fiabilidad méaxima, que para entonces se le habian observado
algunas deficiencias como: a) el método se aplicaba bajo
condiciones regularmente muy fatigosas, b) sélo los
estimadores que se distribuyen normalmente de forma
asintotica podian competir con el estimador de fiabilidad
méaxima, ¢) Los resultados clasicos eran bastante limitados
para el caso m=1, donde m representa la dimensién del
parametro desconocido, d) la teoria normalmente se aplica a
casos con variables de posibilidades independiente e
idénticamente distribuidas. Los autores proponen 3 teoremas,
con sus pruebas detalladas.

En la presente contribucién propongo con base en el
método genético, la descripcion axiomatica necesaria para
interpretar los 3 teoremas antes mencionados, pero como
consecuencias inmediatas ligadas a la secuencia de enunciados
matematicos.

Il. METODO DE MAXIMA FIABILIDAD.

Definicion (Def.) 1.- 6 representa el estimador de méxima
fiabilidad [1].

Def. 2.- Para alguna observacion X, existe una distribucion
Py dependiente de algin parametro desconocido 6, que es
elemento de © con la siguiente condicion: 6 € © € R¥, es
decir, existe una relacion de pertenencia al conjunto numérico
R- dimensional, considerando la sucesion de elementos 6 en
0.

Def. 3.- Sea v la representacion de una medida comdn, al
suponer que todos los valores Pg son absolutamente continuos
y estan relacionados entre si.

© Autor(es) 2025. Articulo de acceso abierto bajo licencia CC BY-NC-ND @O0
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Def. 4.- La funcién de fiabilidad L(8) esta representada
por:

L(B) =2 (X) (2)
Consecuencia 1.-
L(®) = max L( 6). (2)

Que representa la estadistica o la funcién de maxima
fiabilidad 8 al elegirse & como su estimador [3].

Def. 5.- Para una clase amplia de casos, 8 es la solucion de
la ecuacion de fiabilidad con su maximo elemento k:

= logL (0) =0, | i=1,..,k 6 = (6;,...6,). (3)

Escolio 1.- Sea una secuencia de variables aleatorias
independientes, es decir, observaciones [1] [2] X =
(X4, ..., X;,) condicionadas por una distribucion comin Pg con
6 € 0. Si en la expansién de la expresion: f(x,8) existe

densidad, es decir: f(x,0) = ddpn‘i (x), con relacion a alguna

medida m, entonces: L(0) = [[}=, f (X, 6) [4].

Consecuencia 2.- Por Escolio 1, Def. 2- 6, (3) se reescribe:

7=16%10g(xj, 9)=0,i=1,..,k (4)
Escolio 2.- Considerando la siguiente igualdad: X = X,
que representa un proceso de difusion con diferencial
estocastico [1] [2] [5] se escribe la siguiente expansion:
dX, =0a,(X;) +dW,conX,=0; 0<t<T,enlaqueW,
representa el proceso Wiener [1] [2] [6], 6 un parametro
unidimensional desconocido, T el maximo t —elemento de la
serie. Al expandirse la expresién que describe el logaritmo de
la funcidn de fiabilidad (Def. 4 y 6), se tiene:

92
logL(8) =6 [} a,(X) d X, — = [ a? (Xp)dt .

Consecuencia 3.- El estimador de méaxima fiabilidad 6
presenta la siguiente expansion:

b= (fOT ar(Xy) dXT) (fOT azt(XT)dt)_l por Escolio 2.

I1l. ESTIMADORES DE MAXIMA PROBABILIDAD CON UNA
FUNCION DE PERDIDA GENERAL.

Def. 6.- Sea X, la variable de posibilidad observada
(Escolio 1), cuya densidad con relacidn a una o-medida finita
U, de Lebesgue [7] depende de un parametro desconocido 6
(Def. 2) y localizado en un punto x descrito por K, (x , 6).

Def. 7.- Se tiene la siguiente expansion: X,, = (xq, ..., X,)
en el que todos los elementos del conjunto estan independiente
e idénticamente distribuidos (Escolio 1) en la funcion de
densidad: f(x, 8), entonces se tiene la medida de Lebesgue p,,
[8] sobre un n —espacio, K, (x,0) (Def. 6). Ademas, la
expansion descrita al principio de esta definicion se puede
reescribir [T, f (x;, 6), también por (Escolio 1).

Def. 8. El estimador de maxima probabilidad Z,, [7] de 8 y
con respecto a R € R (Def.2), es equivalente al valor d para
el que La integral indefinida: [ K,(X(n),6) d6 sobre el
conjunto d — {[k(n)]~* R}, representa su maximo.

Consecuencia 4.- La desigualdad (por Def. 8):

lim P[K (n)(Z,, — 6) € R,0} > lim P{k(n)(T, — 6) €
R, 0} ®)

Es valida para cualquier estimador T;, .

Def. 9.- Sea H,, el conjunto al que pertenecen todas las
secuencias 6,,.

Def. 10.- La convergencia uniforme se describe: H,, =
{6 < hy(n)}.

IV. CONSECUENCIAS SOBRESALIENTES INMEDIATAS BASADAS
EN EL ANALISIS ANTERIOR.

Consecuencia Inmediata 1.- Sea el estimador Y, con la
condicién de que satisfaga las siguientes propiedades:

i) El limite de la funcién de fiabilidad del estimador
Y,, con relacién a algin parametro desconocido
pueda converger en otro parametro desconocido.

i) lim {s(n)P[ 1 k(n)(Y,) — 61> k,(n),0]} =0.
n—-oo
(Def. 2 y 6); s(n) representa la secuencia de
elementosen P .

i) lim [ Ly (Y (0, 0)Kn(x,0)d, (x) = 0, (Def.

6) (Prop. i, ii) en la que necesariamente el limite
inferior de la integral es una Medida de Borel [7]

[9].
V) lim {s()P[1k()(To) — 61> ky(n), 0]} = 0,
(Prop. i, ii).

Consecuencia Inmediata 2.- Si, para todos los n
suficientemente grandes, L, (z,6) representa una funcion
monotdnicamente no decreciente sobre (z—6), la
consecuencia inmediata 1, es verdadera aun sin la propiedad
iv.

Consecuencia inmediata 3.- Si, para todos los n
suficientemente grandes, L, (z, 8) = s(n) para (z — 0)h,(n),
la consecuencia inmediata 1, es verdadera aun sin la propiedad
iv.

V. CONCLUSIONES

Existen condiciones necesarias y suficientes (Método de la
maxima fiabilidad) para describir los objetos matematicos
involucrados en la propuesta de Jacob Wolfowitz y L. Weiss

[7].
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Resumen- En este articulo se da a conocer el Teorema del Primo
Cociente Minimal (TPCM) el cual establece una propiedad fundamental
de las sumas primos impares p, g mayores o iguales a tres. Demuestra que
su suma puede expresarse como el producto del menor divisor primo de
la suma y un entero que cumpla la condicién que sea mayor o igual a
tres. Este teorema conecta la teoria aditiva y multiplicativa de nimeros
al relacionar la descomposicion de sumas de primos con su factorizacion
prima minima. A diferencia de resultados clasicos como la conjetura de
Goldbach o el postulado de Bertrand, el TPCM introduce una restriccion
de cota inferior y sensible al primalidad de los sumandos. A partir del
TPCM se relacionan dos conjeturas, fuerte y débil, denominadas
Conjeturas de la Descomposicion Primal Mixta que estudian la
representacion de nimeros pares k > 12 y nimeros primos. La conjetura
fuerte revela limitaciones estructurales en nimeros primos y la débil
emerge como un problema accesible, abriendo nuevas direcciones en el
estudio de las interacciones aditivo-multiplicativas de los primos.

Palabras clave- Sumas de primos, divisor minimal, teoria aditiva de
nudmeros, factorizacion prima, conjetura de Goldbach, Teoria de ndmeros,
conjetura de Goldbach, descomposicion primal, no unicidad, ndmeros
primos.

Abstract-. This article presents the Minimal Prime Quotient Theorem
(MPQT), which establishes a fundamental property of the sums of odd
primes p and g greater than or equal to three. It shows that their sum can
be expressed as the product of the smallest prime divisor of the sum and
an integer that satisfies the condition that it is greater than or equal to
three. This theorem connects additive and multiplicative number theory
by relating the decomposition of prime sums with their minimal prime
factorization. Unlike classical results such as Goldbach's conjecture or
Bertrand's postulate, the MPQT introduces a lower bound restriction that
is sensitive to the primality of the summands. Based on the MPQ, two
conjectures, strong and weak, called the Mixed Primal Decomposition
Conjectures, are related. These conjectures study the representation of
even numbers k>12 and prime numbers. The strong conjecture reveals
structural limitations in prime numbers and the weak conjecture emerges
as an accessible problem, opening new directions in the study of additive-
multiplicative interactions of primes.

Keywords-. Prime sums, minimal divisor, additive number theory,
prime factorization, Goldbach's conjecture, Number theory, Goldbach's
conjecture, primal decomposition, non-uniqueness, prime numbers

Mathematical Subject Classification: 11A41. 11P32.

I. TEOREMA DEL PRIMO COCIENTE MINIMAL TPCM

Dados dos nimeros primos impares p y q (conp, q = 3), su
suma S = p + q puede expresarse como el producto de un
namero primo r'y un entero k > 3, donde r es el menor primo
posible que divide a S.

p+q=S=rk (D
Il. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DEL PRIMO COCIENTE
MINIMAL TPCM

Def.1.- Un entero n es impar si se puede escribir comon =
2k + 1, donde k es un entero [1].

Def. 2.- Un entero m es par si se puede escribir como m =
2k, donde k es un entero [1].

Def. 3.- Un entero p = 2 se llama namero primo P si sus
Unicos divisores positivos son 1 y p, es decir, p e P &

@dez*|S} = (1,p} 2.

Escolio 1.- EI nimero 2 es un ndmero primo, es decir, 2 €
PdedondeP ={p € Ztlp=2yVvd e Z+,(%—>d =1vd=

p)}. También es el minimo del conjunto de los primos IP: Vp €
P,2<p VvV VpePpespar Ik € Z*|p = 2k [2].

Demostracién de la Independencia del TPCM:
Sean p y q dos nimeros impares, por la Def.1, se pueden
escribir de la forma:
p=2k; +1 (2)
3)

Donde k; y k, son enteros. Entonces la suma p + q se
reescribe:

p+q=Q2k; +1)+ 2k, + 1) (4)
p+q=2(k; +k;+1) (6)

Sea k = k; + k, + 1. Como k; y k, son enteros entonces

k también es entero, por lo tanto
p+q=2k (7)
Esdecir,lasumaS =p +gesunnimeroparS =p +q =

0(mod2) si y solo si ambos primos (2) y (3) son impares. Es
decir: [1][2].

p = 1(mod2),q = 1(mod2) -
1+ 1=0(0(mod2) (8)

p+tq=

Si se supone la existencia de un nimero par m > 2 talque
el menor primo r que lo divide no es 2, es decir, r > 2 entonces
como m es par (Def. 2), 2 divide a m; m = 2k [3].
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Pero por hipotesis, r es el menor primo que divide a m y
r # 2. Por el Teorema Fundamental de la Aritmética [4], todo
nimero entero mayor o igual a dos tiene una factorizacion
Unica en primos [3], y el menor primo en esa factorizacion debe
ser el mas pequefio posible. Como 2 es primo y divide a m,
debe aparecer en su factorizacion prima [3]. Pero si r es el
menor primo divisor de m, entonces r < 2.

Como r # 2 (por hipotesis), la Unica posibilidad seria r <
2; pero el menor primo es 2, lo cual es una contradiccion. Es
decir, m = 0(mod2) Am = 0(modr) » m = 0(mod2r)
pero 2 ya es el minimo posible para pares.

Por lo tanto, el menor primo que divide a cualquier nimero
par mayor o igual a 2 es necesariamente r = 2 [9].

Entonces S puede escribirse como:

S =2k 9

Donde k = 3.

r

Entonces la combinacion mas pequefia de dos primos
impares es 3+3=6, por lo tanto: [9]

S
k=223 (10)

Con lo cual se demuestra:

p+q=S=rk; k=3 =m (11)

Demostracion de la Consistencia del TPCM:

V p,q primos > 3 su suma S = p + q se reescribe como
S=rk donde r = min{primo quedivideaS} k=3 es
consistente porque no introduce a contradicciones de paridad
S =p+q implicando a r y ni contradicciones de una cota
minimak—->S>6 ~ k> 3.

Por el operador Booleano légico AND (x) [8] de la tabla 1
se puede definir S = p + q como A, r como By K como C. Si
A — B — C entonces cumple:

Tabla 1. Operador AND
A|B|C|A|[B|C|X

0O(0|O0O|F]|F|F

O(0|1|F|F|V]O

1111V |V]|V|1

Y, por tanto, se cumple su consistencia m

Demostracion de la no trivialidad del TPCM:_Observando
la consistencia del TPCM se demuestra su no trivialidad por
contradiccién utilizando dos casos.

Caso 1: p = 2 (Primo par).

Seap=2Aq=3entoncesS=p+q=5.SiS=rk—
r =5 Ak = 1. Por lo tanto contradice a k > 3 debido a que p
espar m

Caso:2: Vp, g no primos.

Seap = 9 Aq = 15, ambos compuestos impares entonces
S=p+q=24.Si S=rk->r=2Ak =12, en este caso
k = 3 se cumple, pero no como generalidad sino como caso
particular ya que, si los valores cambian, por ejemplo, seap =
1Ag=1-entoncesS =p+q=2.SiS=rk->r=2Ak =
1, en este caso k no cumple con la restriccion y contradice a
k>3m

I11. APLICACION

Ejemplo 1.- Sean los ndmeros primos impares p =
5Aq = 7entoncesS = p + g = 12. EI nimero 12 es divisible
por 2, el menor primo posible, entonces si S =rk - r =
2 Ak = 6 de donde r es el primo minimal y k entero > 3.

Ejemplo 2.- Sean los ndmeros primos impares p =
11Aq =13 entonces S =p +q = 24. El nimero 24 es
divisible por 2, el menor primo posible, entonces si S = rk -
r =2 Ak =12 de donde r es el primo minimal y k entero >
3.

IV. CONJETURAS DE LA DESCOMPOSICION PRIMAL MIXTA

En teoria de nimeros, las representaciones de nimeros
pares como combinaciones de primos han sido un tema central
desde la famosa Conjetura de Goldbach (1742) [10], que
propone que todo ndmero par mayor que 2 puede expresarse
como suma de dos primos.

Por otro lado, las Conjeturas de Descomposicion Primal
Mixta surgen como una expansion natural del TPCM, llevando
sus ideas a un terreno méas general. Estas conjeturas no se
limitan a sumas directas de primos impares, sino que exploran
descomponer numeros pares k>12 en formas que
combinan sumas y productos de primos.

Conjetura 1.- Conjetura Fuerte de la Descomposicion
Primal Mixta: Sea k € 2Z* entonces 3(p4, 1), (p2,92) EP A
r,1, € PULtal quek =1, (p; + 1) A k=1,(p, + g;). Con
representaciones distintas (11, p1, 1) # (2, P2, q2) Y al menos
nVr, €P.

Los resultados parciales de la Conjetura 1 son:

1.- Validez parak = 12:

Sea k = 12 se tiene:

12 = 2(3 + 3); r = 2 (primo) (12)
12=15+7);r=1 (13)

Sea k = 18 se tiene:
18 = 3(3 + 3); r = 3 (primo) (14)
18=1(7+11);r=1 (15)

Se nota que otra alternativa es 18 = 2(5 + 4) pero no es
valida debido a que 4 no es primo, pero aun asi 18 se puede
reescribir de al menos dos formas validas.

2.- Excepciones confirmadas:

Sea k = 22 se tienen dos formas vélidas:

22=1(11+11);r=1 (16)
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22=1(05+17:r=1 7

Pero no se tiene ninguna forma con r primo, pues:
22 =2(3 + 8);8no es primo (18)
22 = 11(1 + 1); 1 no es primo (19)

Sea k = 34 se tienen dos formas vélidas:

34 =1(17+17);r=1 (20)
34=1(3+31):r=1 (21)

Pero no se tiene ninguna forma con r primo, pues:
34 =2(7+10);10noes primo  (22)

Se nota que S no es primo y é no es par para ningn primo
r=3.

Por ejemplo, sea k = 38 entonces 32—8 =19 que es un
namero primo, pero 19 = p + g solo tiene (2 + 17) por lo
cual 38 = 2(2 + 17) lo que implica una Unica forma con r
primo, pero se necesitan al menos dos.

3.- Demostracidn parcial para k no excepcionales:

Si k es el doble de un primo s

k =2s (23)
Por Goldbach [5] se tiene que
Ss=p+q s+2 (24)
Donde k=2(p+q) con r=2 primo. Ademas,
andlogamente se obtiene:
k=1(p'+q") m (25)

Si k es divisible por un primo r > 3 entonces se obtiene:

k=rs;s>4 (26)
Si s es par, entonces por Goldbach [5][10] se tienes = p +
qm

Conjetura 2.- Conjetura Débil de la Descomposicion
Primal Mixta: Sea k € 2Z*;k = 12 entonces 3(ry, 1, q1),
(rp2,92) € (PUL) X P x P tal que k=7(p, +q5) Yk =
r,(p, + q,)- Teniendo representaciones distintas (1, p;, 1) #
(15,2, q2) conry, 1, € (PU 1) permitiendor, =1, =1yno
exigiendo que r € IP pero si que al menos un elemento de las
ternas sea (r; # 1,)V(py # p2)V(q1 # q2).

Los resultados parciales de la Conjetura 2 son:

1.- Validez parak > 12:

Sea k = 12 se tiene:

12 = 2(3 + 3); r = 2 (primo) (27)

12=10G5+7);r=1 (28)

Sea k = 18 se tiene:

18 = 3(3 + 3); r = 3 (primo) (29)
18=1(7+11);r=1 (30)
Sea k = 24 se tiene:
24 =2(54+7); r =7 (primo) (€))
24=1(11+13);r=1 (32)
2.- Excepciones de la version fuerte:
Sea k = 22 se tiene:
22=1(11+11);r=1 (33)
22=105+17):r=1 (34)
Ahora ambas vélidas.
Sea k = 34 se tiene:
34=1(174+17);r=1 (35)
34=103+31):r=1 (36)
Ahora ambas validas.
Sea k = 38 se tiene:
38=1(19+19);r=1 (37)
38=1(7+31):r=1 (38)

Ahora ambas validas.

3.- Demostracion parcial

Por la conjetura de Goldbach [5][10], todo par k > 4 puede
escribirse como k = p + g lo que equivaleak = 1(p + q).

Para k = 12 no se encontraron contra ejemplos debido a
que Goldbach garantiza al menos una descomposicién
[11(5]10].

Para nUmeros pares grandes, suele haber
pares (p, q)[1] que cumplenk = p + q.

maultiples

V. CONCLUSION

La propiedad del Primo Cociente Minimal establece que la
suma de dos nimeros primos impares, mayores o iguales a 3,
siempre puede expresarse como el producto del menor primo
que la divide, siempre el 2, y un entero mayor o igual que 3.

En este articulo se pudo demostrar el TPCM, ya que
combina propiedades aditivas (suma de primos)
y multiplicativas (factorizacion con restricciones en k).
Depende estrictamente de que p, g sean primos impares > 3.

Mientras la mayoria de resultados sobre primos se centran
en su distribucion (ej. Teorema de los Numeros Primos [4] [5])
0 en sumas (ej. Goldbach [1] [5]), el TPCM vincula la suma de
primos con su estructura multiplicativa minima S = 2k.
Ademas posee una cota inferior que garantiza k > 3, una
propiedad que no se obtiene de teoremas estandar [Burton,
D.M.].

El TPCM puede aplicarse en diversos contextos de la teoria
de nameros, tanto en problemas tedricos como
computacionales [6]. Por ejemplo, en la generacion y
verificacion de nimeros pares con restricciones, acotacion en
problemas de divisibilidad, optimizacién en algoritmos de
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busqueda de primos, analisis de estructuras multiplicativas en
sumas de primos o construccion de secuencias especiales.

La conjetura fuerte de la descomposicion primal mixta es
cierta para la mayoria de k> 12 pero falla para nimeros
como 22, 34, 38, 46, etc.

donde no existe ninguna descomposicion con r primo
ademés de lasder = 1.

La conjetura débil de la descomposicidn primal mixta es
cierta (aparentemente) para todo k > 12.

Es una formulacion singularen su enfoque mixto
(combinando suma y multiplicacién de primos) enfatizando la
no unicidad.

Mientras que la Conjetura de Goldbach (suma de dos
primos) [5][10] es bien conocida, esta formulacion mixta k =
r(p + q) no aparece en la literatura clasica.

La wversion fuerte revela limitaciones inesperadas
(excepciones como k = 22), mientras que la débil parece
cierta, pero depende de propiedades no demostradas de
Goldbach [5][10].

El Teorema del Primo Cociente Minimal (TPCM) y las
Conjeturas de Descomposicion Primal Mixta guardan una
relacion de fundamentacién y generalizacion en el estudio de
las representaciones de nUmeros pares mediante sumas y
productos de nimeros primos. Mientras el TPCM establece un
resultado concreto y demostrado sobre la estructura de las
sumas de primos impares, las conjeturas proponen una
ampliacion significativa de este concepto, explorando patrones
mas complejos y generales en la descomposicién de nimeros
pares.

La conexi6n entre ambos conceptos se manifiesta
claramente cuando se analizan ejemplos concretos. Por
ejemplo, el ndmero 12 en el TPCM (1) se expresa como
2(3+3), donde 12 es la suma directa de los primos 3 y 3. Las
conjeturas, sin embargo, afiaden otra perspectiva al identificar
una representacion alternativa: 1(5+7). Este tipo de
generalizacion no es una consecuencia inmediata del TPCM,
sino que requiere maltiples formas de descomposicion.

Las excepciones encontradas en las conjeturas, como los
nameros 22 y 34 (19)(21), que no cumplen la versién fuerte
por carecer de representaciones con r € P,subrayan la
independencia relativa de estas conjeturas respecto al TPCM.
Estas limitaciones muestran que, aunque el TPCM proporciona
un punto de partida valioso, las conjeturas introducen
complejidades adicionales que van mas alla de su alcance
original.
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Resumen- En este trabajo se construye un algoritmo para el
calculo de areas de lunulas utilizando herramientas de la
geometria integral. A partir de este desarrollo, se formula un
teorema asociado cuya demostracion se presenta en detalle. Se
establece la unicidad del algoritmo propuesto, lo que garantiza
su consistencia y aplicabilidad en contextos geométricos
especificos. Como complemento, se incluyen referencias
histéricas relevantes que contextualizan el problema y su
tratamiento a lo largo del desarrollo matematico.

Palabras Clave- algoritmo, calculo de areas, demostracion,
lanulas, teorema.

Abstract- This work presents the construction of an algorithm
for calculating the areas of lunes using tools from integral
geometry. Based on this development, a related theorem is
formulated, and its proof is provided in detail. The uniqueness of
the proposed algorithm is established, ensuring its consistency
and applicability in specific geometric contexts. Additionally,
historical references are included to contextualize the problem
and its mathematical treatment over time.

Keywords- algorithm, area calculation, lunes, proof, theorem.

Mathematical Subject Classification: 65D18.

. INTRODUCCION

Una lanula es una regién plana delimitada por dos arcos de
circunferencia que se intersecan en un par de puntos,
formando una figura con simetria curvilinea que recuerda la
forma de una luna creciente como se muestra en la figura 1.

Fig. 1. Lanula.

En la actualidad contamos con algunos métodos para
resolver cuadraturas de lanulas como lo hizo Hipocrates [g],
Ferdinand Von Lidermann [8], Eudemo de Rodas [8], etc., sin
embargo, estos métodos al ser en su totalidad cuadrados con

regla y compas por las limitantes matematicas de aquellos
afios requieren de muchos pasos para llevarlos a cabo, y al ser
puramente geométrico, llega a ser poco certero sino se cuenta
con el conocimiento necesario del uso de los instrumentos.

El siguiente algoritmo utiliza herramientas del célculo
diferencial e integral, geometria analitica, propiedades
geométricas, geometria integral, etc., para establecer una
manera de calcular su area abogando por la optimizacion e
innovacion.

I1. PROPOSICION
Si se disefia un algoritmo de la forma:
aj

2 Zn: f Foodx| (1)
k=1bk

n [sz + Ayz] B

AL= 8

Este algoritmo cumple con las propiedades de existencia,
unicidad y consistencia, y se formula a partir de herramientas
propias de las matematicas modernas. Su caracter abstracto
permite su generalizacién tedrica y su implementacion
computacional, lo que lo distingue de los métodos geométricos
clasicos atribuidos a Hipdcrates [8] y Wallenius [8].

I1l. ALGUNAS PROPIEDADES

A continuacién, se enuncian ciertas propiedades
estructurales que constituiran la base para el desarrollo del
algoritmo, asi como para establecer la consistencia interna y
la unicidad del enunciado teorematico.

Propiedad (Prop.) 1.- Aditividad respecto al intervalo de
integracion [5]:
Si f(x) esintegrable en [a, b] y c estdentre a y b:

b

c b
j fG)dx = f F@dx + f f()dx @

a

Prop. 2.- Linealidad en sumas y constantes [5]:
Si f(x)y g(x) son funciones integrables y a, b son constantes:
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f(af(x) +bg(x)) dx = aff(x) dx + bfg(x) dx 3)

Prop. 3.- Determinacién de puntos de interseccion
mediante igualdad funcional [6]:
Sean f(x) y g(x) funciones reales definidas en un mismo
dominio D < R. Los puntos de interseccion de sus graficas
son los pares ordenados (x,y) € R? tales que:

(x) =g C))

Es decir, los valores de x para los cuales ambas funciones
toman el mismo valor. Para encontrarlos, se resuelve la
ecuacion:

fx)—g(x) =0 &)

Y los puntos de interseccion son de la forma (x, f(x)) =
(x, g(x)) para cada solucion x.

Prop. 4.- Férmula de la distancia entre dos puntos en el
plano cartesiano [6]: Sean A(x;, ¥1) Y B(x,, y,) dos puntos
del plano R2.

La distancia d entre ellos esta dada por:

d= \/(xz —x1)%+ (¥, —y1)? (6)

Prop. 5.- Férmula de la pendiente entre dos puntos en el
plano cartesiano [6]: Sea una recta que pasa por los puntos

A(x1, y1) Y B(x2, y2) conxy # x,.
La pendiente m de dicha recta se calcula como:

Y2 =M1
= 7
m= T ™

Prop. 6.- Principio de Area entre dos funciones [7]: Sean
f(x) y g(x) funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b]
y supbngase que f(x)=g(x) para todo x € [a,b].
Entonces, el area de la region comprendida entre las graficas
de f y g en dicho intervalo se calcula mediante la siguiente
integral definida:

b
A= [ir@ - g an ®)

Prop. 7.- Punto Medio entre Dos Puntos [7]: Dado un par
de puntos A(x;, y1) ¥ B(x;, ¥,) en el plano cartesiano, el
punto medio del segmento que los une es el punto M cuyas
coordenadas se obtienen promediando las coordenadas
correspondientes:

X1+ X2 }’1+}’2)
M= (21272 9
( 2 7 2 ©)

Prop. 8.- Recta Normal a una Curva en un Punto [7]: Sea
una funcion f(x) derivable en el punto x, y seam; = f'(x,)
la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto

(%0, f (%0))-

Entonces, la recta normal en ese punto es la recta
perpendicular a la tangente, y su pendiente m,,esta dada por:

1
My = ———=

en 10

Siempre que f'(x,) # 0.La ecuacion de la recta normal es
entonces:

y—f(x) =— (11)

(x = xo)

1
f'(x0)

IV. TEOREMA [1]

Sea P un poligono tal que existe una circunferencia
circunscrita a P. V lado leP, si se traza una
semicircunferencia cuyo diametro es 1, entonces el area de la
linula formada por dicha semicircunferencia y la
circunferencia circunscrita se calcula como (12):

1
AL = §”[(xz = x)%+ (v, = y1)?]

X2 X2 Pm
—2[ f C(x)dx — f 1(x) dx — L, (x) dx
liminf Pm lim sup
lim sup
- | ew dx] a2
iminf

Reduciendo (12) se obtiene (13):

X1+x;,
2

f 1, GO de (13)

X2 X2
n[dx? + Ay?]

A= g —ZLJ- C(x)dx —
im sup

1(x)dx —

X1+Xp lim sup
2

Y de (13) denotando la expresién en su notacion funcional
donde ay, b, son los limites de integracion de las funciones
Fi(x) se obtiene (14):

2 2 n
A, = HW—Z Z f Fk(x)dx‘ (14)

k=15,

A continuacion, se presentan una serie de resultados y
procedimientos basados en el desarrollo propuesto en [1], el
cual servird como marco de referencia para esta seccion.

Sea P un poligono que cumple con la propiedad de ser
circunscribible. Selecciono una arista de P, la cual denoto
como [(x), donde los vértices correspondientes son P;, P,.
Trazo wuna circunferencia C(x) tal que circunscribe
completamente a P. Fig. 2

Posteriormente trazo una media circunferencia A(x), con
centro en el punto medio de mi lado seleccionado y siendo su
didmetro el segmento completo. Fig. 3

El area de interés para este algoritmo sera la superficie
comprendida entre los dos arcos de las circunferencias
C(x),A(x), siendo esta el area de la linula 4, . Fig. 4
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Utilizando la propiedad 6 de area entre dos funciones
calculo A; como (15). Fig. 5

Py

P, P,
Ay = | Ax) — l(x)dx — Clx)— l(x)d= | A(x) —C(x)dx (15)
Jor- - fer-aon

Py

No obstante, no se cumple con la caracteristica de ser
funcién para C(x) y A(x) al ser espacios geométricos;
utilizando el calculo del area de una media circunferencia se
tiene que el area de A(x) se representa como (16):

Py

f A(x) dx = %TL’(PZ — P)? (16)
Py

Donde (P, —P,;) es la distancia entre dos puntos,
utilizando la férmula para calcular la distancia entre dos
puntos de la propiedad 4 se obtiene (17) y (18):

Py

1
f A(x) dx = gﬂ(\/(xz - %)%+ (2 — y1)2)2 17
Py

Py

1
[ 460 ax =gl =0 + 0z - 302 (®)
Py

Siendo asf:

P,

1
A= gl —x) +0p =91 [ ceaar (19)

Py

Trazo todo en un plano que contenga C(x), [(x), P,, P,. Fig. 7

Utilizando la propiedad 6, el principio de area entre dos
funciones se calcula el area bajo la curva de € (x) en los puntos
P, y P, limitada por [(x), se observa que la superficie de
interés es un arco de circunferencia limitada por una cuerda la
cual al ser partida desde su punto medio y de forma
perpendicular ambas areas son simétricas. Fig. 8.

Se observa que al encontrar cual siquiera una de las dos

areas y obteniendo su doble, se obtendria el area de interés. Fig.
9.

Trabajo con la superficie superior y su area se obtiene por
medio de la propiedad 6 el principio del area entre dos
funciones teniendo asi (20):

C(x) — U(x) dx

limite superior
| (20)
l

imite inferior

Para ello necesito calcular ambos limites, utilizando
segmentos auxiliares trazo de los vértices de interseccion de
C(x) y l(x) dos rectas perpendiculares con direccion a la

circunferencia de tal manera que ambas rectas se crucen en un
punto formando un triangulo rectangulo cuya hipotenusa sera
el segmento [(x), también se traza un segmento perpendicular
que corte al B, de la hipotenusa formada y al cateto opuesto a
esta. Fig. 10.

Los vértices P;, P, los denoto con su forma coordenada, siendo
asi:
Py (x1, 1), P2 (x2,¥2) 21

Utilizo la propiedad 5 para obtener asi la pendiente de 1(x):

A —
mp == 22)
Obteniendo asi la pendiente de la recta normal:
mp) =m0 =7 =720 (23)
Obteniendo asi 1(x):
O =) = mr(x —x,), n = {1,2} (24)
1(x) = mp(x —xn) + yu (25)

Utilizando la propiedad 8, obteniendo asi la recta normal
L, (x):

L) = (mp)™H(x —x0) + W (26)

Con los nuevos trazos auxiliares Fig. 11y la funcion [, (x)
Fig. 12 formo dos puntos que servirdn como limites para
posteriormente integrar mis funciones, los cuales nombraré
limite inferior, limite superior.

Utilizando la propiedad 6, el principio de area entre dos
funciones calculo la superficie limitada entre C(x) y I(x) Fig.
17 seleccionada partiendo las funciones y seleccionando sus
limites de integracion nuevos, obteniendo asi (27):

X2 X2 Pm
C(x)dx — J 1(x)dx — L, (x)dx
limite inferior Py limite superior
limite superior
- f C(x)dx (27)

limite inferior

Utilizo la propiedad 7 para obtener su punto medio,
teniendo asi (28):

(28)
Utilizo la propiedad 3 para obtener las coordenadas del
limite superior, teniendo asi (29):

lp(x) = C(x) (29)
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Y siendo las coordenadas del limite superior (30).

limite superior = (x,y)

(30)

Para obtener las coordenadas del limite inferior utilizo el
mismo proceso que utilicé para la obtencion del limite
superior, para ello nombro una nueva funcién I, (x) que sera
el segmento auxiliar que corta al B, de la hipotenusa I(x)
formada y al cateto opuesto a esta. Fig.18

Utilizo la propiedad 3 para obtener las coordenadas del
limite inferior utilizo la formula de interseccion entre dos
funciones, teniendo asi (31):

laux () = C(x) (1)
Obteniendo las coordenadas del limite superior:
limite inferior = (x, y) (32)

Finalmente, de (15) y utilizando las expresiones obtenidas
en (18) y (27) junto con los limites obtenidos en (21), (28),
(30) y (32).

El &rea de la Lunula sera (33):

Ay = om[(x —x1)* + (v2 — y1)?]

X2

-2 f C(x)dx—fl(x)dx

liminf
P lim sup
- f I (x) dx — C(x)dx (33)
lim sup liminf
Reduciendo (33) se obtiene (34):
rr[Ax + 4y?] |— i i
A= —————-2 C(x)dx — f 1(x) dx
|}1m sup X1+xp
2
x1+xz
— f L,(x)dx (34)

lim sup

Y de (34) denotando la expresién en su notacién funcional
donde ay, b, son los limites de integracion de las funciones
F, (x) se obtiene (35) la cual coincide exactamente con la
proposicion (1):

A= o252, [Zk:1 [ R Gydx | (35)

La consistencia del algoritmo queda garantizada mediante
la verificacion rigurosa de las propiedades estructurales 1, 2, 3
y 6, las cuales se detallan a continuacion:

Las funciones F,(x) son continuas en los intervalos
[ax, by ], los operadores involucrados preservan la linealidad y
la estabilidad del sistema y la expresion obtenida en (35)
respeta las condiciones de simetria y estructura derivadas del
modelo propuesto.

Estas propiedades aseguran que el algoritmo se comporta
de manera coherente con las bases tedricas del sistema, sin
introducir contradicciones internas ni desviaciones en la lI6gica
estructural del modelo.

Por lo que el &rea de la lGnula se calcula como (1):
2 2 n
A = TL’M—Z[Z [ Fo(x) dx [
8 ke=1"Pk

Escolio 1.- A fin de reforzar la comprension geométrica de
los pasos llevados a cabo en la demostracion, se presentan a
continuacion una serie de figuras que ilustran las
construcciones realizadas. Cada una de ellas resalta elementos
clave como la posicién relativa de los vértices, la simetria del
sistema, y el uso de circunferencias como contorno de
referencia.

Fig. 2 Poligono (P) circunscrito.

Poligono (F)

Fig. 3 Poligono (P) circunscrito con media circunferencia.
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Poligona (P)

Poligono (P)

Fig. 5 Poligono (P) circunscrito con media circunferencia y area de la lunula
achurada en magenta.

Paligono (P)

Fig. 6 Poligono (P) circunscrito con C(x) Achurada.
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v

Fig. 8 Plano que contiene a C (x) con segmento que corta a [(x)en dos de
forma perpendicular.

Fig. 9 Plano que contiene a C(x) partido simétricamente en dos.

Fig. 11 Funcién I(x) con lineas auxiliares para formar tridangulo rectangulo

marcando su punto medio.
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Fig. 16 Area de C(x) con los limites de integracion limite inferior y

limit ior.
Fig. 12 Funcion 1, (x). Imite superior

Fig. 17 Representacion visual de la superficie limitada entre C(x) y I(x).

Fig. 13 Area de C(x) con los limites de integracion limite inferiory P, .

Fig. 18 C(x) Y Laux (x).

Fig. 14 Area de I(x) con los limites de integracion p,, y P,.

Fig. 15 Area de In(x) con los limites de integracion limite superior y P,,.
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V. ALGORITMO PARA EL CALCULO GENERAL DE AREAS DE
LUNULAS CON ARCO EXTERIOR IGUAL A UNA
SEMICIRCUNFERENCIA MEDIANTE GEOMETRIA INTEGRAL

INICIO

lomg double £, 3. winf, limsnn, Fro;

tomg dowhle ICL, 1L, ILN, ICZ T, A

Lado [ eon

Arna dal clrgulo A{x) :

1
Rllx; — 50t + (- WP
A alI(_)J = WPl

Fig. 20 Problema de la linula de Hipdcrates.

Este problema fue demostrado y se llegd a una conclusion
tal que se demostro que el area de la Lanula es exactamente la
/ —— misma al triangulo que se forma dentro gracias a las siguientes
/ L / lineas auxiliares. Fig. 21

/ wera R —— /
,||" Py i g et s G 8 e e W /
+
Calzulo de Integrales definidas:
| em e -
{ Uxhdx = I
- | wtnace
Siten
- l Cix) [l>
Suma de integrales definidas:
IT= €1+ 1L+ ILN + IC2

NO

sl
T = |iT]

Aroa o Lo Liuta: Fig. 21 Problema de la linula de Hipécrates trazos auxiliares 1.

Utilizando GeoGebra y utilizando el algoritmo propuesto
llegaremos al area de la linula.

. Al formar la figura, GeoGebra nos entrega los siguientes
N - . - .
(e datos Fig. 22, los necesarios para poder utilizar el algoritmo
P (36).

§ Vista Oeifiia

Fig. 19 Diagrama de Flujo del Algoritmo.

VI. PROBLEMA DE LA LUNULA DE HIPOCRATES

A continuacién, se prueba el algoritmo en uno de los | |LeL

/ | \\
problemas clasicos de Lunulas de Hipocrates [1]. . \\‘P/ /,f \
P |
Tenemos dos circulos y la lnula que se forma entre ellos 1 \ 7
¢ Se puede construir con reglay compds un cuadrado que tenga 5 \ 74
exactamente la misma &rea que la Lunula Fig. 20 _ rac A I =

Fig. 22 Pantalla de GeoGebra mostrando la vista algebraica.
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1 2
A, = §n[(x2 -x)*+ (v, —y,) ]

-2 f C(x)dx—i 1(x) dx

liminf
Py lim sup
— f L, () dx — C(x)dx| (36)
lim sup liminf

Fig. 23 Pantalla de GeoGebra mostrando puntos en el plano.

Tenemos que la distancia [(x, — x;)? + (y, — y1)?] es la
distancia al cuadrado del segmento “a” (37)

X3 X3
1
AL = §n[8.49]2 -2 C(x) dx — f I(x) dx
limin m
Py 4 ll’mPsup
- f l,(x)dx — C(x)dx (37
lim sup liminf

Ahora se traza en GeoGebra los segmentos auxiliares Fig.
24 y obtenemos los puntos “G”,“H” y “F” los cuales seran
nuestros limites superior, inferior y punto medio,
respectivamente.

§ Vista Grifea

Fig. 24 Problema de la linula de Hipdcrates trazos auxiliares 2.

Utilizo solo la coordenada de las abscisas y remplazo los
limites (38).

14

14
AL %n[8.49]2 —z[f C(x) dx — f I(x) dx
8.8

11 9.721
— fln(x)dx—f C(x)dx (38)
8.8

9.76

Una vez remplazados los limites remplazo las funciones
para poder integrar (39). Fig. 25

b

Fig. 25 Problema de la Iunﬁla de Hipécrates trazos auxiliares 3.

14 14
A, = %n[8.49]2—2[f ( 36—(x—14)2+8)dx - f x dx
8.8 11
11
- f(ZZ—x) dx
9.76
9.76
—f ( 36—(x—14)2+8)dx] (39)
8.8
A, ~ 18.0313u? (40)

El area con la que debe coincidir el resultado (40) es el rea
del triangulo la cual es 18u?.

VIl. CONCLUSIONES

La existencia del algoritmo propuesto queda demostrada
bajo las condiciones estructurales establecidas en el modelo
matematico desarrollado en la Seccién IV A partir de la
ecuacion (15), y mediante la integracion de las expresiones
deducidas en (18) y (27), asi como de los limites establecidos
en (21), (28), (30) y (32), se obtiene constructivamente la
validez de la proposicion (1), garantizando asi su existencia.

La consistencia del algoritmo se confirma al verificar que
sus resultados no contradicen las propiedades fundamentales
planteadas en la Seccidn Ill. Dichas propiedades, aplicadas
rigurosamente en el desarrollo de la Seccion 1V, aseguran que
el procedimiento conserva la coherencia légica interna del
sistema y opera dentro del marco de las estructuras
previamente definidas.

La unicidad de la solucion generada por el algoritmo se
establece bajo la consideracion de que, para cada conjunto de
datos admisibles, la forma funcional introducida en (14)
determina de manera natural e inequivoca la solucion
correspondiente. Esta propiedad queda demostrada en la
Seccion 1V, mediante un argumento riguroso basado en la
estructura del sistema.

El algoritmo propuesto para el célculo de areas de lunulas
presenta un error porcentual estimado del 0.17%, atribuible
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principalmente a los efectos de redondeo numérico y a la
sustraccion de cifras decimales generada por el uso de
software de representacion dinamica como GeoGebra. Cabe
sefialar que, en un entorno de calculo en el que se conserven
con mayor fidelidad las cifras decimales (por ejemplo,
mediante lenguajes de programacion con precision arbitraria),
dicho error tiende a minimizarse, lo cual incrementa
sustancialmente la exactitud del algoritmo y su confiabilidad
frente al valor tedrico esperado.

Desde una perspectiva metodolégica, el algoritmo destaca
por su capacidad para abstraer y automatizar el proceso
tradicional de obtencion de éareas de ldnulas, al integrar
herramientas mateméticas avanzadas como la geometria
analitica, el calculo diferencial, el calculo integral, la
geometria integral, etc. Esta sinergia conceptual permite no
solo obtener resultados precisos, sino también sistematizar el
procedimiento de manera eficiente.

Una de las contribuciones més relevantes del presente
trabajo consiste en demostrar que el calculo de dichas areas
puede realizarse prescindiendo totalmente del uso de
herramientas geométricas clasicas (como compas, regla o
escuadra), apoyandose exclusivamente en el formalismo de las
matematicas modernas y en medios computacionales. Esto
transforma el problema en wun enfoque algoritmico
reproducible y verificable, que abre la posibilidad de extender
su aplicacion a otras configuraciones geométricas o funciones
curvas de interés. [1]

REFERENCIAS

[1] Ornelas Tapia, J. J. (2025). Teorema para el calculo general de areas de
lanulas con arco exterior igual a una semicircunferencia mediante geometria
integral. Registro INDAUTOR: 03-2025-031010440400-01.

[2] Spivak, M. (2012). Calculus (3% ed.). México: Editorial Reverté.

[3] Ayres, F., 1989. Serie de compendios SCHAUM TEORIA Y
PROBLEMAS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL. 22 ed.
Madrid, Espafia: McGraw-Hill.

[4] Leithold, L., 1998. El calculo. 72 ed. Reino Unido: Oxford University
Press.

[5] Riemann, B. (1854) Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine
trigonometrische Reihe. Gottingen: Abhandlungen der Koniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen.

[6] Descartes, R. (1637) La Géométrie. Leiden: Jan Maire.

[7] Stewart, J., 2016. Calculus: Early Transcendentals. 8th ed. Boston:
Cengage Learning.

[8] Boyer, C.B. and Merzbach, U.C., 2011. Historia de la matematica. 3rd ed.
México: Pearson Educacion

© Autor(es) 2025. Articulo de acceso abierto bajo licencia CC BY-NC-ND @ ® © ®

22



Journal de Objetos y Objetivos Matematicos No. 12; enero-junio 2025.

ISSN 2683-264X. https://joom.org.mx

Disefio y modelo matematico de un control ANFIS
para una termoformadora de blisteres mediante
vision artificial FIR.

Marcos Fajardo Rendon
Secretaria de Educacion Publica, Av. Universidad 1200, Xoco, Benito Juarez, 03330 Ciudad de México,
México
marcos.fajardor@aefcm.gob.mx https://orcid.org/0000-0003-1438-3519

Resumen- En el presente articulo se disefia, modela
matematicamente 'y manufactura una maquina para
termoformar blisters mediante un sistema de control con
algoritmo ANFIS (Adaptive Neuro Fuzzy Inference System/
Sistema Adaptativo de Inferencia Neuro Difusa) utilizando una
camara de vision artificial térmica FIR (Far Infrared / Infrarrojo
Lejano) para detectar un patrén isotérmico.

Palabras Clave- modelado matematico, ANFIS, control neuro
difuso, machine learning, vision artificial.

Abstract- In this paper a blister thermoforming machine is
designed, mathematically modeled and manufactured using a
control system with an ANFIS (Adaptive Neuro Fuzzy Inference
System/ Sistema Adaptativo de Inferencia Neuro Difusa) algorithm
with a thermal artificial vision camera FIR (Far Infrared /
Infrarrojo Lejano) to detect an isothermal pattern.

Keywords- mathematical modeling, ANFIS,
control, machine learning, artificial vision.
Annomayusa- B 310ii ctatbe TepM0OGOPMOBOYHAS MALIMHA IS
ﬁJII/ICTepHOﬁ YIIAKOBKH CHPOEKTHPOBaHA, MAaTEeMAaTHYE€CKHU
CMOAECJTMPOBAHA M HM3TOTOBJIEHA ¢ HCHOJB30BAHHUEM CHCTEMbI
ynpapiaeHusi aaroputmMom AH®UC (ApantuBHas Heiipo-
HeuyeTKasi cucrema BbiBoaa / Adaptive Neuro-Fuzzy Inference
System), ucnoib3youeii TENJIOBU3HOHHYI0 KAMEPY MAIIMHHOTO
spenust PIIA (Jdanbuuii uadpakpacueiii / Far Infrared) post
00HApY:KeHHs] H30TEPMHYECKOT0 PUCYHKA.

Jouesvie Cnosa - maremaruueckoe mojaeauposanue, ANFIS,
Helpo-HeueTKoe ynpasJjeHue, MalIHHHOE o0yuyennue,
KOMIILIOTEPHOE 3pEeHUE.

Mathematical Subject Classification: 68T05, 93C42.

neuro fuzzy

I. INTRODUCCION

Un blister es un embalaje formado por una burbuja o
cavidad de plastico transparente ddctil ante la presencia de
temperaturas altas que por lo general es sellado con carton
para la exhibicion y proteccion de productos.

Se seleccioné el material termoformable denominado
PETG (Polietileno Tereftalato Glicol) [1][2]; el cual es un
material transparente y resistente al impacto que ha sido
altamente utiilizado para aplicaciones médicas y alimentarias
aprobadas por organismos como la FDA (Administracion de
Alimentos y Medicamentos de los Estados Unidos) para el
contacto con alimentos. debido a sus caracteristicas no toxicas
como ser libre de BPA (Bisfenol A) y otros compuestos toxicos
al contar con una superficie lisa que dificulta la acumulacion
de bacterias al no desprender microplasticos, ademéas de no
requerir un secado previo antes del termoformado. Su
temperatura de ablandamiento por transicion vitrea es (Vicat:
~85 °C) [3] en donde pasa de un estado rigido a ductil; en ese
momento si el material esta colgado sin un soporte inferior, la

gravedad y su peso generdn una deformacién central con una
geometria que se aproxima a una paraboloide de revolucion o
catenaria invertida[4].

Por otro lado una méaquina para el termoformado de
blisteres tiene la capacidad de empacar objetos sobre tarjetas
impresas sin requerir de un molde ya que el material se
adaptara a la forma del producto; lo que mejora los tiempos y
movimientos de empacado industrial. Las hojas o films como
el PET, PE y PVC cuentan con caracteristicas
termocontraibles que les permiten después de un horneado
ante la presencia de un vacio una termoformacion.

Por lo general debido a los altos costos y falta de calidad
las méquinas para termoformado trabajan con un sensor
térmico mediante tiempos preprogramados. El presente
trabajo propone un sistema inteligente con una mayor
precision mediante el disefio y construccién de una maquina
de termoformado de blisteres mediante control inteligente por
vision artificial; asi como su modelamiento matematico.

Il. DESCRIPCION DEL SISTEMA.

El sistema consta de una caja techada en donde la parte
superior denominada “zona de horneado” cuenta con una
resistencia eléctrica para calentar el plastico, una parte inferior
denominada “zona de termoformado” con una bomba de
vacio, un marco movil con motor con la capacidad de
desplazamiento vertical entre el “zona de horneado” y “zona
de termoformado” que sujeta una lamina de PETG [1] de 0.5
mm de espesor, sensores inductivos que indican la posicién
“zona de horneado” y “zona de termoformado”, una cdmara
con vision artificial MLX90640 FIR (Far Infrared Thermal
Sensor/ Sensores Térmicos de Infrarrojo Lejano) de 32 x 24
pixeles (px) de la marca Melexis[5]; la cual cuenta con una
resolucion de temperatura del objeto que va de -40 a 300°C y
una precision tipica de temperatura del objeto objetivo de +1°
con dos opciones diferentes de campo de vision (FoV):
estandar 55°x35° y 110°x75°, un gran angular con una a tasa
de refresco de 16- 32 Hz colocada lateralmente paralela a la
“zona de horneado” brindando un campo de vision apuntando
a 90° respecto al plano del marco donde se colocaré el PETG
permitiendo la vision artificial térmica de toda la superficie a
termoformar lo que permite correlacionar los cambios de
temperatura en una area mas caliente y su desplazamiento
vertical o altura de una forma parabola [4] que colgara de la
superficie del marco mdvil cuando se hayan alcanzado los
valores de ductilidad necesarios que permitan reconocer un
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patron mediante un microcontrolador ESP32 [6] como sistema
de control inteligente, como se muestra en el diagrama de
bloques de la figura 1.

Fig. 1. Esquema electrdnico de la termoformadora de blisteres mediante
vision artificial FIR

La metodologia de desarrollo sera el modelado matematico
del sistema para pasar a su disefio, programacion, manufactura,
entrenamiento y pruebas del sistema.

El proceso de termoformado comienza con la activacién
de la resistencia y la adquisicion de datos con la cdmara
MLX90640 [5] donde se obtiene un mapa térmico vertical para
detectar un patrén isotérmico parabdlico critico (= 85 °C)
mediante su elongacion méaxima vertical; es decir una
correlacion temperatura-deformacion de polimero [7] PETG
[3] ductilizado para tomar la decisién de descenso del marco
con el PETG colgado hacia la zona del molde en donde se
activard una bomba de vacio que termoformard el PETG
respecto a un molde.

La estrategia de control del ESP32 [6] se basa en el modelo
ANFIS (Adaptive Neuro-Fuzzy Inference System / Sistema de
Inferencia Neuro-Difuso Adaptativo) [8], el cual es una
ANN/RNA (Artificial Neural Network/ Red Neuronal
Artificial) [9] de tipo adaptativo con la capacidad de
aprendizaje mediante entrenamiento con la capacidad de
inferencia utilizando reglas difusas de primer orden
denominadas “Sugeno” [10] junto con un modelo de funcion
de pertenencia de tipo Gaussiano [11].

La adquisicion de datos de la cdmara se realiza mediante
una matriz FIR [5] de 32 X 24 px 2 configurada con una
frecuencia de muestreo de 32 Hz con interpolacion térmica
bilineal para incrementar la resoluciéon a 128 x 96 px 2 con
normalizacion térmica de 20 °C a 100 °C junto a un campo de
visién que abarca lateralmente desde la sujecion del marco
hasta ~50 mm por debajo del nivel maximo de elongacién
esperada.

Ante un umbral térmico > 85 °C se procedera a realizar
una segmentacion binaria del &rea térmica deformada para
detectar el contorno isotérmico y la altura de deformacion para
la localizacion de punto mas bajo de la parabola colgante del
marco.

Una vez realizada la localizacién, se mide la distancia
desde el marco a ese punto con lo que se obtiene el calculo de
elongacion por conteo de pixeles verticales x factor de escala
[12]; paralelamente se registra la temperatura en punto de
méxima deformacion.

La etapa de reconocimiento de patrones esta formada
primeramente por el andlisis de perfil térmico deformado para
realizar la verificacion del patrén paraboloide (catenario) [7];
una vez realizado se clasifica por zonas en: a) zona no

ductilizada (< 75 °C), zona en transicion (75-85 °C) y zona
blanda (> 85 °C).

Ill. TEORIA DE CONJUNTOS DIFUSOS Y FUNCIONES DE
PERTENENCIA

Definicién 1.-Un conjunto nitido [13] A en un espacio
universal de trabajo U con elementos x; esdecir A < [(x) € U]
dado por los posibles valores que pueden tomar las variables
del sistema de termoformado es expresado como una funcion
caracteristica de la forma:

wo={orh

Propiedad 1.-La definicion 1 satisface las siguientes
propiedades:
a) Contabilidad dada la cardinalidad | A |= n: 3n € Ny U {oo}
b) Finitud Definida: VB S A;| A< oo =| B I<| A
¢) Complemento Perfecto: Para A € U; su complemento A°:
AC={xeU | x¢A}V(x) EU - yA(x) + yA‘(x) = 1;
de-biendo cumplir con la ecuacion (25) quedando definido en
términos del complemento como: xA¢(x) = 1 — xA(x)

Definicion 2.-Sea A un conjunto difuso [14] y X un
universo con elementos x caracterizado por una funcion de
grado de pertenencia binario uA: X en donde:

HA: X = [0,1] | V(x) € X = py(x) )

Definicion 3.-Con la definicion 2, se obtiene que la
pertenencia maxima del sistema se cumple en uno o varios
puntos pudiendo ser continua o discreta cuando:

HAx) =1 ®3)

Propiedad 2.-De acuerdo con Zadeh (1965) [14] vy
formalizado posteriormente por Klir y Yuan (1995) [13], toda
funcion de pertenencia para un conjunto difuso debe cumplir
las siguientes propiedades [15] para p,(x):

A) Acotamiento:0 < pA(x) < 1|x €X

B) Normalizacion: 3x, € X | uA(x,) =1

C) Continuidad: La funcién de pertenencia u(x) debe ser
continua en todo su dominio; es decir:
lim u(x) = lim pu(x) = p(xo) | Vxo € R en donde las
X-xg xoxg

variables fisicas cambian de forma continua con respecto a sus
pardmetros con derivadas que garantizan suavidad en la
transicion de valores de pertenencia [15].

D) Parametrizacion flexible: Una funcion de pertenencia debe
permitir modificar sus paradmetros para adaptarse a distintas
condiciones de operacion.

Axioma 1.-El conjunto(2) tiene normalizacion si:
IxeX | uA(x) =1 4)

Axioma 2.-El conjunto (2) tiene continuidad si la funcién
de pertenencia utilizada debe ser necesariamente continua en
su dominio [13], garantizando la derivabilidad necesaria para
el aprendizaje basado en gradiente evitando la discontinuidad
en procesos del sistema de control. Debido a la propiedad 2 de
continuidad, acotamiento y normalizacion:
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YuA: R* - [0,1]es continuo A 3x € R*: Vu(x) > 0. (5)

Escolio:

Si una funcion VuA (2) es una funcién compuesta por
funciones continuas f(x) y f'(g): R* - [0,1], entonces el
dominio de cada uno y de la funcién compuesta también es R*
con codominio [0,1] € R* ; donde el intervalo cerrado de solo
dos valores no presenta puntos de discontinuidad.

Axioma 3.- Existe simetria [15] alrededor del centro ¢ con
una atura h (2):

uleth)=u(c—h)| yfheR (6)

Axioma 4.- La parametrizacion es flexible de acuerdo a la
propiedad 2 donde la funcion de pertenencia (2) permite el
ajuste de parametros [15] de forma diferenciable, facilitando la
adaptacion a distintas condiciones de operacion. A través del

centro ¢ (6) y o en las funciones Gaussianas:
(x=c)?

ux) =e 20 ()

Axioma 5.- La funcion de pertenencia (acotamiento) [15]
cuenta con el siguiente axioma de pertenencia que permite
continuidad para procesos fisicos continuos y parametrizacion
flexible para adaptacion[15]:

A Ef01]=0<pu(x) <1 (8)

Definicion 4.-Una funcion (2) se denomina Gaussiana
u(x) cuando es representada por una curva que al ser simétrica
cuenta con un punto central ¢ (media) (6) que permite que la
funcion tome el mismo valor para puntos equidistantes a la
izquierda y derecha de ¢ (6), la desviacion estandar ¢ de la
curva que define su amplitud y la distancia desde el punto
central ¢ (6) a lo largo del dominio de la funcién de
pertenencia (8) [15] descrita como:

h<0->c-o
he Rlsh=c—->c=o0 )
h>0->c+o

La definicion 4 permite la descripcion del control de
procesos continuos con logica difusa [14], ya que garantiza que
la funcién de pertenencia (8) reaccione de forma balanceada
(simétrica) ante desviaciones iguales hacia cualquier direccion
respecto a c(6) [16], como se muestra en la figura 2.

10

0.8

0.0 =

= 1 I 3
Fig. 2 control de procesos continuos con l6gica difusa
Teorema 1.- Funcion de pertenencia Gaussiana: A partir de

la definicion 1, 2 y de la funcidn de pertenencia (2) del axioma
5y axioma 5 (6) que cumple con el axioma 1, se obtiene:

dceX:ulc)=1 (10)

Por lo que u(x) es continua en X y simétrica alrededor de
¢, lo que implica derivabilidad en X; por lo que la transicion
de pertenencia debera ser suave y por lo tanto puede ser escrita
la funcion de pertenencia de forma Gaussiana como:

_x-9?

ux) =e 20 (11)

Existiendo unicidad en la funcion de pertenencia Gaussiana
bajo las propiedades de continuidad en R, simetria en c,
derivabilidad infinita (suavidad) y parametrizacion flexible
descritas en propiedad 2.

Utilizando (11) dada una condicion de operacion 6 y un
conjunto de condiciones de operacion posibles 0:

x—c)2
vO € 0; 3(c,0) € RT: u(x) = e_% (12)
La ecuacion (12) explica la propiedad de parametrizacion
flexible de la propiedad 2 y axioma 4 (7); permitiendo ajustar
la funcion difusa para diferentes materiales, temperaturas,
deformaciones, condiciones ambientales, manteniendo el
mismo tipo funcional pero adaptado a cada escenario operativo
[13] [14] [15].
La funcion (11) es solucién Unica que satisface la
propiedad 2 para una clase de funciones suavemente
decrecientes en el campo R:

_(x=0)?

0<e 22 <1-V(HX)ER (13)

De acuerdo a definicién 3 (3) su valor maximo sera
cuando x = c:

uc)=e’=1 (14)

De acuerdo a la definicion 4 y axioma 2 la funcién

Gaussiana es continua y derivable en todo su dominio; asi

mismo es parametrizable para el entrenamiento de la ANFIS

en el lenguaje Python, permitiendo una aproximacién del

fenémeno termodindmico gradual del plastico PETG a
modelar.

Escolio:

La funcion (11) es de clase C* en R; por lo que es continua
y derivable.

u(c+h)=u(c—h)vheR (15)

o permite ajustar la dispersion (ancho de la campana),
parametrizando el comportamiento del sistema.

Asi mismo; dado que: X € R y que u: X — [0,1] es una
funcién continua simétrica respecto a c € X y suavemente
decreciente a ambos lados derivable en X|u(c) =1 que
cumple con la definicién 3; lo anterior indica un control con
parametro positivo en o que permite flexibilidad de adaptacion
del sistema con (11).

Demostracion:
La existencia Unica para el sistema indica que si existe otra
funcion Gaussiana ¢ (x):
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3p(x) # u(x) =e 207 (16)

La cual cumple con las caracteristicas anteriores de la
propiedad 2 en continuidad y derivabilidad del axioma 2 en X,
¢(x) € [0,1], normalizado de acuerdo al axioma 1 1¢(c) =
1, simetria en ¢ del axioma 3, decaimiento suave conforme
| x — ¢ |4 Y parametrizacion positiva o del axioma 4.

Por simetria respecto a c (6) y decaimiento suave, cualquier
funcion candidata ¢ (x) debe depender solode | x — ¢ |; €S
decir ¢p(x) = f(lx — cDoo; | f: R = [0,1] es continua y
derivable, £(0) = 1 y [0, )_,, de acuerdo al axioma 2.

El comportamiento derivado de las propiedades fisicas de
los procesos continuos y suavemente decrecientes es
modelable mediante ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden [15] donde su comportamiento es un decremento
exponencial. n

Definicién 5.-Sea u una variable auxiliar para funciones
simétricas definida comou =|x —c | que representa la
distancia absoluta desde un punto x al centro de simetria c (6).

Definiciobn 6.-Sea z una constante positiva de
proporcionalidad que determina la velocidad de decaimiento
de la funcién con respecto a u que indica la dispersion de la

‘s P 1 .
funcion gque se parametrizara como z =; ; lo anterior

permitira el ancho de la funcién de pertenencia.

Definicion 7.-Sea A la constante de integracidn que resulta
de la solucién general de la ecuacion diferencial determinada
mediante la condicidn inicial f(0) =1 - A =1 ; lo anterior
permite normalizar la funcion de pertenencia en su punto
méaximo [15] que es el total o la unidad:

%=—zu}‘(u)|u=|x—cI,Z=f((5),ZE]R§Jr 7
Separando variables:
df—f = —zudu (18)
Integrando:
fdf—f =—z [udu (19)
Inf=-2"_¢ (20)

La ecuacion incluye la constante de integracion de la
antiderivada del logaritmo natural €. Como se indic6 el caso
A =1, se asume entonces que:

2

f) =Ae™ s (21)
Aplicando la condicion inicial donde f(0) = 1:
1=4e’>A=1 (22)

Por lo que:

Zu2

fw)=e 2z (23)

La relacion con ¢ de la ecuacién (17) que parametriza la
dispersion y flexibilidad, se define como:

Z_l
==

(24)

Por lo que usando la hipotesis de la existencia de (16) se
obtiene:

_(x-0)?
Pp(x) =e 202 (25)
Demostracion:
Si:
_(x=0)?
IP(x) # ulx) =e 207 (26)

Si (26) cumple con todas las propiedades impuestas
anteriormente; (x)deberia resolver la misma ecuacién
diferencial que describe el comportamiento fisico de
decaimiento simétrico y suave en procesos térmicos continuos

W — —zup(w)

i (27)

Pero como es demostrado en ((17) su Unica soluciénen R *
es la funcidon Gaussiana; por lo tanto, cualquier funcion distinta
que no cumpliria la suavidad derivable infinita mediante la
constante de integracién de la antiderivada del logaritmo
natural para C *descrita en (20) o0 no seria simétrica respecto a
¢ 0 no permitiria una parametrizacion flexible con ¢ 0 no
modelaria correctamente el comportamiento de decaimiento
fisico continuo que contradice las hipotesis dadas del modelo.

La dnica familia funcional conocida que posee estas
propiedades simultdneamente es la de las funciones Gaussianas
y cualquier otra funcién o bien no es simétrica o no es derivable
infinitas veces [17].

Esto contradice la suposicidn de existencia de otra funcion
distinta de la Gaussiana (26) con estas propiedades.

Por lo tanto; por reduccion al absurdo la funcion
Gaussiana es la tnica forma funcional posible bajo esas
condiciones.

IV. COMPONENTE ADAPTATIVO

Se dice que un sistema es adaptativo [9] si sus parametros
pueden ajustarse dindmicamente en funcion de la informacion
de entrada y la retroalimentacién obtenida aprendiendo; es
decir decrementando la tasa de error respecto al tiempo. En un
sistema ANFIS, los parametros ajustables corresponden a:

a) Parametros de premisas: definen la forma de las funciones
de pertenencia como ¢ y ¢ de acuerdo a los axiomas 3y 4.

b) Parametros de consecuentes: son los coeficientes lineales y
términos independientes que definen la salida nitida de cada
regla difusa de acuerdo al axioma 3.

Definicion 8.-Utilizando la definicién 2 de conjunto difuso
A, Se define el conjunto de parametros como 6; siendo estas
difusas, lineales y ajustables:
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i: El nimero de regla dentro del sistema [1,2...0,,4]

j: El nmero de variable de entrada del sistema [1,2.. j,,qx]
estructurando el conjunto difuso A]i- asociado a la x;-ésima
variable de entrada difusa en: (bajo, medio, alto) en la i-ésima
regla.

Definicién 9.-Analogamente p]i- seran parametros lineales
ajustables ordenados por un peso w de importancia en el
modelo segln su relevancia; mismos que describen a las
variables [x;, x,, x3, x,] cOmMo:

x,: Area isotérmica (cm?)

x,: Ratio de elongacion (mm)=h, / h; > 1.2

x3: Temperatura (°C)

x,: Area Geométrica (px?) > umbral (calculado por
regresion previa a entrenar).

Los anteriores parametros serviran a modo de reglas para
la toma de decisiones para bajar el marco de la zona de
horneado a la zona de termoformacidn. Los pardmetros estan
asociados a la x;-ésima variable de entrada en la i-ésima regla
de la definicién 8.

Los parametros pueden adoptar tres valores de pertenencia
difuso por cada una de las variables: [Bajo, Medio y Alto]

Definicion 10.-La salida nitida y* controla el motor del
marco donde se encuentra el plastico que baja hacia la homba
de vacio para el termoformado; y' es generada por la i-ésima
regla resultante de la combinacion lineal de las entradas [18] y
pertenece al conjunto nitido Y (definicién 1) de posibles
salidas numeéricas definidas como: y =[0,1] |y €ER; y €Y
.Cada y® sera el producto de la combinacion (lineal) de las
entradas difusas ya defusificadas (mediante sus grados de
pertenencia y parametros) asignados a este conjunto nitido al
ser un valor numérico concreto; por lo que una hipotética regla
se interpretard como el grado de decision [19] de modo que si:

y'=R-[01]|y€ER (28)

Definicion 11.-El término independiente ajustable 7
denominado bias (sesgo) [20] para la regla i-enésima ajusta la
salida y* de la regla en caso de que ninguna variable de entrada
tenga un valor (elongacion nula, temperatura baja, area
geométrica pequefia 0 area isotérmica pequefia); asi mismo
funciona como un ajuste base que permite desplazar la funcion
lineal de salida hacia arriba o abajo para mejorar la precisién
del modelo [21].

Definicién 12.-Utilizando las definiciones (1-5) se obtiene
la definicién denominada: Regla de infere.ncia Sugeno [10] de
primer orden para los conjuntos difusos A; como:

(x1 2 AL A xy 5 A Axz > AL) =
Y1 = Di Xy + Py Xy +pixg + 1t (29)

El modelo de la definicion 12 descrito en (29) hereda la
propiedad 2 para las funciones de pertenencia [13] [15] de la
definicion 3y el teorema 1.

Definicion 13.-Se denomina métrica de validacion de un
sistema ANFIS al proceso mediante el cual se evalda la
capacidad del modelo para generalizar correctamente su
desempefio sobre datos no vistos durante su fase de

aprendizaje. Esto permite estimar la robustez y confiabilidad
[8] del sistema antes de su implementacién en entorno.

Para cuantificar la precision del ANFIS en la prediccion
de la variable de control (decision de descenso de marco), se
emplearan las siguientes métricas:

a) MSE (Mean Squared Error/ Error cuadratico medio) [8]:
Tt O = 90’ (30)

b) MAE (Mean Absolute Error /Error absoluto medio) [15]:

1 ~
;Z;=1|Yk = Vil (31)
¢) Coeficiente de determinacion (R?) [15]:
S Y
Rz -1— Zk:1(Yk Vr) (32)

Yooy k—9)?

Para el sistema se utilizara el MSE que es adecuado para
evaluar errores significativos ya que penaliza mas los errores
grandes [8].

Definicién 14.-Sea:
¢: El conjunto de datos de entrenamiento.
kl k € N, 1 < k < ¢: El indice de los datos de entrenamiento
X = [X1k0 X210 X35 -+ Xk | :Valores de entrada del dato k.
V. Salida deseada para el dato de entrenamiento k.
V. Salida nitida (crisp) inferida para el dato k en y,, para x.
E: Error promedio acumulado en ¢ respecto a (30) del MSE.

Propiedad 3.-Cada dato de entrenamiento k esta formado
por el par ordenado (x, yi). El ANFIS cuenta con la propiedad
de “Aprendizaje supervisado” en donde mediante simulacion o
pruebas de laboratorio se detectan los errores mediante el MSE
(30) a través de la funcién de error E:

E =5 =5, Ok — 90)* (33)

La ecuacion (33) utiliza el indice k para recorrer
secuencialmente cada dato de entrenamiento de ¢ durante los
procesos de inferencia y ajuste de parametros mediante la
evaluacion del error global del sistema ANFIS en su fase de
aprendizaje supervisado.

Teorema 2.-Aprendizaje adaptativo mediante convergencia
del ANFIS: Dado un sistema ANFIS con funciones de
pertenencia continuas (teorema 1), diferenciables y
parametrizables (propiedad 2); el aprendizaje supervisado
basado en el error cuadratico medio (30) converge en un
minimo local [8] min € E; xomin ©@ € > 01 f(x) < f(x) =
Vx]x, — €,x, + € [ después de un nimero finito de iteraciones
¢ bajo un algoritmo hibrido (neuro-difuso) si las derivadas
parciales de E respecto a los parametros premisa y consecuente
existen y son acotadas [15]:

lim (E)" = Epin

n—oo

(34)
(]
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Demostracion:
Si se dispone solamente de un dato de entrenamiento ¢ =
1; entonces mediante (33) se obtendra:

E=35=%ka0n =907 (39)

Al ser funciones de pertenencia; éstas contaran con el

axioma 2 de continuidad (5) y 4 de parametrizacion flexible

(7) de forma diferenciable para que el algoritmo de descenso

de gradiente pueda computar una derivada no nula respecto a

cada parametro; lo anterior permite ajustar los valores para
minimizar E’; por lo tanto, existird una actualizacion valida.

Hipotesis:
Utilizando (34) por induccion:
Sic=n= E" > En (36)
Si en ¢ = n la convergencia es verdadera, al afiadir un
nuevo dato de entrenamiento k = n + 1 se obtiene:

1 —

(n+1) _
E T 2(n+1)

Yhet Ok = 902 + W1 — Ine)® (37)

Los axiomas 2y 4 de las funciones de pertenencia aseguran
que las derivadas parciales de E respecto a cada pardmetro
siguen existiendo y son acotadas. Por lo tanto; es posible
ajustar los pardmetros y mantener la convergencia en E,,;;,.

Por induccién iterativa se concluye la convergencia: V¢ €
N*: E® - E,.., mediante el aprendizaje supervisado. n

Definicién 15.- La tasa de aprendizaje (learning rate) n
garantiza que la convergencia del algoritmo es lo
suficientemente  pequefia  para evitar  divergencias
(oscilaciones), pero no tan pequefia que ralentice
excesivamente la convergencia, ya que si es grande en
microprocesadores de baja gama como el propuesto ESP32 y
la cdmara MLX90640 generard un lag (retraso) en la respuesta.

V. COMPONENTE NEURONAL

Las ANNs o RNAs (Artificial Neural Networks o Redes
Neuronales Artificiales) [8] son sistemas computacionales bio-
inspirados en el cerebro humano [20] [22] con modelos como
el perceptrén [21]; cada neurona artificial o nodo recibe sefiales
a través de estructuras llamadas dendritas representado como
una recopilacion de sefiales de entrada pasando a través de
conexiones llamadas pesos sinapticos w (definicién 9) para
ponderar la importancia de cada sefial recibida para activar una
funcion de activacion que simula el disparo de una neurona
bioldgica, si es superado un umbral, la neurona emite una sefial
de salida (ax6n). Las RNAs estdn compuestas neuronas
organizadas en capas: entrada, capas ocultas y capa de salida.

El algoritmo de  retropropagacion  del  error
(backpropagation) [23] permite entrenar RNAs profundas con
multiples capas para aprender y resolver problemas de control.

Un mecanismo RNA implementa una red tipo perceptron
multicapa capaz de aprender la relacion entre las entradas y
salidas mediante una fase de aprendizaje supervisada,
ajustando los pesos sinapticos w que serén los parametros del
sistema (definicién 9) para minimizar una funcién objetivo.

Definicién 16.- De acuerdo a la definicién 14 respecto a ¢

y de acuerdo al teorema 1 y definicion 15 n y definicion 9
respecto a w el sistema cuenta con la capacidad adaptativa de
inteligencia artificial con ajuste continuo respecto a sus
pardmetros 8 mediante una relacion logica causal premisa-
consecuencia Sugeno (definicion 12) en funcién de los datos
de entrenamiento dados por : {(xy, ¥, )}¢, en donde el calculo
de peso de activacién w de regla i se al dato k para Vx, se
describe como:
wl = [Ty wA (i) (38)

Axioma 6.-Dea acuerdo a la definicion 14 se puede
axiomatizar que para la salida nitida (crisp output) ¥, estimada
para el dato x;, es:

e = fi(x)

Siendo cada ¥, la salida individual de cada regla de 6.

(39)

Axioma 7.- Debe existir una funcion de error E continua y
derivable que mida la diferencia entre la salida nitida calculada
por el sistema y la salida deseada permitiendo con ello saber
el nivel de error (evaluacién) para lograr una mejora
(aprendizaje) del sistema inteligente; es decir:

3E; E=2=%, 0k =9 (40)

Axioma 8.-Existe un proceso de retropropagacion[23]
adaptativa dado un parametro 6 [24] adaptable del sistemay
una tasa de aprendizaje n; el ajuste de parametros debe
realizarse mediante un algoritmo de retropropagacion del error
que permita minimizar E iterativamente. La actualizacién se
efectla por descenso de gradiente VE:

0E
o =9® —n— (41)

El axioma 8 demuestra al axioma 7 mediante la propiedad
2 respecto a la derivabilidad al utilizar una derivada parcial al
escribir la diferenciacién parcial 9 de una funcion
multivariable f respecto a una de sus variables x; que es la
variable respecto a la cual se toma la derivada parcial
manteniendo como constantes las demas de la forma:

U = i LGt ) G Xidn) | g R (42)
6xi Axi—>0 Axi

Para el ANFIS [8] la derivada parcial se calcula usando la
definicion previa de derivada parcial [15] donde g—z medira la

sensibilidad de la funcién de error total E respecto a cada
parametro 6; contenido en el vector de parametros ajustables
6. Lo anterior actualiza iterativamente los parametros en
direccion opuesta al gradiente, minimizando asi el E conforme
al método de descenso de gradiente, lo que permite el
aprendizaje artificial del sistema. Este axioma asegura que el
modelo adapta sus pardmetros en direccién opuesta al
gradiente del error para buscar un minimo local min utilizado
en teorema 1.

Teorema 3.-Convergencia de la fase RNA adaptativa: De
forma similar al teorema 2 dado una RNA ANFIS con funciones
de pertenencia con la propiedad 2 continuas y derivable [13];
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asi como una funcién de error cuadratico medio E continua con
la propiedad 2 derivable y acotada inferiormente por 0, el
algoritmo de ajuste adaptativo-neuronal por descenso de
gradiente VE convergera hacia un valor minimo local min €
E; Xomin © € > 01 f(xg) < f(x) » Vxlx, —€,x0 + €[
después de un nimero finito de iteraciones. L]

Demostracion:
Dado un conjunto del tipo difuso (2):
C(R)evejeR;aﬁ (43)
J
El cual cumple con la propiedad 2 en continuidad y
derivabilidad respecto a cada uno de los parametros ajustables

para el gradiente VE; ya que para cada d existente es continuo
en su dominio; es decir:

0E OE

_ OF OFE 9E o opn
AVE = 550 g | EERT 5 R (44)
Si se parte de un valor inicial t = 0 se obtendréa que:
V) =0= ty;, =0° (45)

Y como E es continua y derivable (axioma 7) (40); si en la
iteracion t se cumple con el teorema 3 con 1 que:

E®*D = FO —p||lvE®)|? (46)
Entonces para el caso (44) ,(46) :
Mo A Bg > ECD < EO (47)
Por lo tanto:
ATEN|V(E) 2T - E® ~ Ep, (48)

Convergiendo entonces la fase RNA adaptativa [9] en el
minimo localm

Corolario
Por el principio de induccién matematica, se concluye que
para cualquier ¢ € N* el ANFIS converge a un minimo local
min € E mediante aprendizaje supervisado hibrido (neuro-
difuso):
v(¢) ENYE® S E, (49)

V1. COMPONENTE DIFUSO

Definicion 17.-La loégica difusa (fuzzy logic) es una
extension de la I6gica booleana [14] donde representar grados
intermedios entre 0 y 1 permitiendo representar fenémenos
continuos como la temperatura del sistema. Un conjunto
difuso es aquel en donde un elemento puede pertenecer
parcialmente a un conjunto con un grado de pertenencia entre
0 y 1 [13] (definicién 2) asignado mediante funciones de
pertenencia (axioma 5) siendo estructuradas con base en el
contexto del sistema, pudiendo tomar la funcién distintas
formas como la Gaussiana (teorema 1). El control difuso esta
formado por cuatro etapas: fusificacion (fuzzification) donde
los valores de entrada del sistema se traducen a valores

linglisticos como “bajo”, “medio” o “alto” [14], la evaluacion

de reglas difusas de forma declarativa [25], agregacion
encargada de combinar las salidas de todas las reglas que han
sido activadas [10] y defusificacion (defuzzification) [25]
donde el sistema convierte los resultados difusos en una salida
numeérica nitida (crisp) [10].

Axioma 9.-Las funciones de pertenencia gaussiana difusa
de acuerdo a la definicién 2 donde existe un conjunto difuso
[13] A;; con el numero de la regla i y el nimero de variable de
entrada del sistema difuso j con una desviacion estandar de la
i-ésima regla difusa para la j-ésima entrada o;; € R* >0y
centro ¢;; € R. La funcion de pertenencia Gaussiana difusa
asocia a cada variable de entrada x; de la forma respetando la
terminologia del autor [13]:

(xi—cij)?
2
_Z‘Tij

HAy(x) = exp ( ) |0y €R™ ey ER. (50)

Generalizando (50) con el teorema 1 de pertenencia
Gaussiana Vx; € R;3u(x); la funcion de pertenencia o
membresia del tipo Gaussiano u(x) [13] para cada entrada
j donde con el nimero de laregla i y el nimero de variable de
entrada del sistema difuso j con una desviacion estandar de la
i-ésima regla difusa para la j-ésima entrada es:

_ (g—cyp)?
2
Zaij

wij(x) = exp( ) lo;; ER* >0,c; ER (51)

Axioma 10.- Del axioma 3 (6) se deriva que existe una
simetria térmica en el sistema:

Lo anterior garantiza al igual que en el axioma 3, la
continuidad y unicidad de la propiedad 2.

Definicion 18.-Mediante la definicién 8 y 12 se puede
generar una regla de inferencia [10] de primer orden para los
conjuntos difusos Gaussianos A;; conocida como una regla de
la entrada Sugeno[x] i; [10] con un numero de reglas dado por
i =[1,2,3,4] y una salida nitida de la regla para una entrada j-
ésima sobre las entradas nitidas descritas en la Definicion 14
donde X = [x1,x2,x3,x4]* c R con t en segundos, p;; el
coeficiente lineal (aprendido) en la regla i para la variable
Jj enlasalidax; € R de la definicion 11, r; € R el sesgo
(bias) [20] de la definicion 11 regla i , la salida nitida (crisp)
para la regla i: y; € R, el parametro de las variables ANFIS
0 = [cij, 045, pij» 1] (definicion 8) se tiene a y; € R descrita
€omo:

(2 Aig A xp 2 Ap Ax3 > Ag Axy — Ay) >
yi=@X)+r,  (53)

VI1. COMPONENTE INFERENCIAL

Axioma 11.-Un patron de vision artificial térmica
interpolada mediante la cdmara térmica MLX90640 para el
reconocimiento paramétrico parabdlico es reconocible en un
tiempo t en segundos mediante la diferencia de altura lateral
en la parabola invertida del PETG durante el proceso térmico
si cumple: a(t) > 0, y = ax? + bx + ¢, con una coordenada
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horizontal normalizada x € [—1,1] partiendo de una posicion
vertical minima de la curva y,,;, = 5 pixeles y una altura A
dada por H(t) = [Vimax(t) — Vmax (£)]; la variable b(t) toma
un valor con la capacidad de comparar deformaciones entre
diferentes tiempos t sin necesidad de recalibrar el eje vertical
dinamicamente, a(t) describe la elongacion de la curvay ¢ =
0 es el campo central constante para todo instante ¢ de vision
del sensor térmico MLX90640 mediante 48 pixeles de altura
(girado) y un centro de 24 pixeles; por lo que el modelado
respecto al patron de vision artificial inferencial FIR se
describe como:
y(x) = a(t)x?* + b(t) (54)
Definicién 19.-Un area geométrica estimada para una imagen
térmica interpolada AG € R en pixeles cuadrados (px?) es
obtenida por una altura H(t) como la diferencia vertical entre
los pixeles maximos y minimos que superan el umbral térmico
de 85°C y con un ancho V constante de 48 px, quedando
descrita como:
AGt)=H() 'V (55)
VIIl. MODELO MATEMATICO ANFIS
Definicién 20.- (Sistema de control neuro-difuso ANFIS).
Un sistema ANFIS (Adaptive Neuro-Fuzzy Inference System)
[8] es una red hibrida que combina la inferencia difusa tipo
Sugeno [10] con la capacidad de aprendizaje supervisado de
las redes neuronales artificiales con una salida nitida y como
media ponderada y de todas las salidas donde el
comportamiento de la salida es y | y — 0 desciende,y —
1 no desciende. La funcion ANFIS queda definida como:
fiR = f(x1,%x5,%3,%,) =y €[0,1] (56)
Definicién 21.-De acuerdo a la definicién 14 un conjunto
de datos de entrenamiento con ¢ € N* con una funcién de
pertenencia Gaussiana pA;;, un ndmero N € N* de reglas
difusas, un ndmero n € N* de entradas por dato, un
valor de la entrada j del dato k: x;; € R el centro de 4;;: ¢;; €
R, la desviacion estandar para la funcion Gaussiana o;; € R*,
el coeficiente lineal para la variable x; en lareglai p;; € R, el
sesgo (bias) de lareglai: r; € R, la salida nitida (crisp) parael
dato k: ¥, € R, el parametro de las variables ANFIS
anteriormente descritas 6 = [c;;, 0;;, p;j, 7], tasa n € R* de
aprendizaje en el algoritmo adaptativo, iteracion t € N* de
aprendizaje, datos de entrenamiento con vectores de entrada
x, €ER®™ y 1y, €R vectores de salida deseados y error
cuadratico medio respecto a los parametros E € R* definidos
previamente se puede encontrar un conjunto de datos de
entrenamiento D C ¢ que:

D={(t,y)} | k=12,..,6 (x,y) €I"  (57)

Teorema 4.-Salida nitida (crisp) de un sistema ANFIS: Con
base en el la definicion 10,14, la ecuacion (54) y el axioma 7
se define que una salida nitida de un sistema ANFIS es un par
ordenado (w,i) con el peso w de la regla i para el dato k en

pA;j ()

()’

2
@) 1w =TT, e

; (58)

0
Demostracion 1:
Dada la relacién regla-pertenencia-salida en n es:

LIVxy, = A (i) = fi(x) = Xjoapijxj +1i (59)

Por lo tanto, la funcion media ponderada de todas esas
salidas nitidas (crisp) de las reglas activadas, usando sus pesos
de activacion w;(x;,) es estadisticamente (no factorizable) en
N:

— L wia)fiC)
Ve = TSN Wi (60)
|

Corolario:
Su ajuste adaptativo lo describe la ecuacién con el valor t:

0E
ot =0t ——n=  (61)

Y su error de aprendizaje esta definido por:

E=3 =%, 0= 9% (62)

Demostracion 2:
Usando el Axioma 6 y (53) la salida individual para cada
regla es nuevamente es:
fila): = Xjaapijxij + 1 (63)
Por lo que la salida nitida estimada es la media ponderada

¥, para un dato x,; tras ponderar todas las reglas segun su peso
de activacion w queda:

2
(xjcip)

207
ol e 0 ) - e pyxig + 1)

Ve =) =

_(xkj_;'ij)z
Z?]ﬂ(n?ﬂ e 29 )
(64)
Sustituyendo por w; Y f; en (64):
- T wita) fia)
V= fla) =Lyt (65)

2N wiC)
Quees (60)m

Escolio.-Sean las tres reglas difusas i (definicién 8) a
variables j (bajo, medio, alto) para el dato k:

x| fi(x) = 10, f(xi) = 20, f3(x,) = 30, fo(x;) = 30

Con cuatro pesos de activacién w sobre [xy, x5, X3, X4]
(definicion 9) donde:

wl=0.2 w2=05w3=03 wsi=08 -

_ (02X 10) + (0.5 x 20) + (0.3 X 30) + (0.8 X 40)

i 02+05+03+08 = 29444
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El valor final nitido estimado por el ANFIS el dato x;, =
29.444.

Propiedad 4.-Mediante la definicion 21 se obtiene la
propiedad en donde el peso de activacion de la entrada j de
acuerdo al Teorema 4 de salida nitida ANFIS y la definicién
16 dado un par ordenado con el peso w de la regla i para el
dato k en uA;;(x;) se puede adaptar (58) al sistema como:

wj = [T, pdij(x)  (66)

Definicién 22.-Una Salida global del sistema ANFIS de
acuerdo a (65) con la suma de entradas j € N = y/mex iy

Jmin
mediante el teorema de salida nitida ANFIS 4; la funcién media
ponderada global ¥ de las salidas nitidas y de reglas activadas
i usando los pesos de activacion w; es estadisticamente (no

factorizable) en N definida como:

z:]:maxw'.y'
y="5—=1Zw; >0 (67)
j=1Wj
TN wilxi)fi (k)
2 wil)

Ve =fxd = (68)

Definicion 23.-La salida de laregla individual i para el dato
x,; es decir el término lineal de una regla es:

fiCa)

Definicidon 24.-La salida global defusificada del sistema
ANFIS tras ponderar todas las reglas segn su grado de peso de
activacion w es:

(69)

Ve = filx) (70)

Definicién 25.-Dada una funcién de pertenencia difusa
(erj=ciz)
Gaussiana por: A;; donde: pA;;(x;)=e *9  esun
mecanismo adaptativo y neuro-difuso de ajuste paramétrico @
con correspondencia a una base de reglas difusas para un dato
k es:

@:i I Vxn - Ain(xk) = fi(xk) (71)
Definicion 26.-Un par ordenado & con el peso de
activacion w de la regla i para el dato k para Vx;, se describe
como:
@) 1w =TTy wdy(xg)  (72)
Definicién 27.- Dadas las entradas nitidas de la definicién
9: [xq, x2, x3, x4]: x, €l areaisotérmica (= 85°C) encm?, x, =
h ¥ . L. .
™ € R* ratio de elongacidn vertical, x; la temperatura

maxima(°C) y x, el area geométrica de deformacion vertical
estimada por vision artificial en px2; por lo que el conjunto de
entradas nitidas del sistema X se define como:

X = [Xl,xz,X3,x4] cR (73)

Definicién 28.- Usando el axioma 11 un patron
geométrico de deformacion (elongacion) [26] en vision

computacional para el sistema se modela como una
catenaria térmica dada por la pardbola: f(x) = a(x —
h)>+kla>0 siendo una condicion geométrica
generalizable y necesaria para considerar una forma de
ablandamiento adecuada del PETG.

Teorema 5.-Salida ANFIS total: De acuerdo al teorema de
funciones de pertenencia Gaussianas descritas como una
estructura continua (propiedad 2), las reglas Sugeno de ler
orden (definicién 18), el patron parabdlico (definicién 28,
axioma 11), el teorema 4 de salida nitida que describe la
decision de descenso del sistema y la definicion 2 del conjunto
difuso X, se puede indicar que p;(X) = [Tf-,u;;(x;) es la
activacion difusa total de la i-ésima regla modelada como:

(ZImax u(x)) (pEX+1)
)

yx) = (74)

Demostracion:

De acuerdo a la propiedad 2 se tienen los axiomas 1y 2;
asi mismo la definicién 10 de salida nitida ; € R para el dato
k: vy, € R del modelo ANFIS (67) de (56) y (57); se
demostrara que 3y, € [0,1] (definicién 10) como composicion
de funciones (demostrado en axioma 2) neuro difusa de las
entradas de vison térmica representadas como una funcién
continua (propiedad 2, axioma 2) definida por las reglas
difusas con premisas Gaussianas.

Dado un conjunto de entradas X = [x1,x2,x3,x4} € Rsus
funciones de pertenencia Gaussianas continuas p;;(x;) y un
conjunto de reglas de inferencia difusas Sugeno de ler orden
(54),(definicion 18), el modelo ANFIS generara una salida
nitida (crisp) sobre un dato k: ¥, € R que se comporta como
una funcién continua y diferenciable sobre X =€ R (73) para
la toma de decisiones mediante el reconocimiento de un patrén
térmico de elongacion mediante vision artificial FIR para el
control del descenso de un blister PETG hacia una bomba de
vacio para la termoformacion sobre un molde.

Mediante induccién al nimero de reglas difusas i; para el
caso donde i = 1 y sustituyendo en la definicion 18 de reglas
Sugeno difusas se rescribe la expresién como:

(Xt 2 A ANxy oAy Ax3 > Az Ax, o Ay) =

fix) = (p1 +p5 +p3+pH) +1 (75)

Utilizando a la definicién 25 y el axioma 9 de pertenencia

Gaussiana difusa; para el sistema quedara con cada funcion p;;
(x;) sustituyendo i = 1 como:

() = exm (- 2229

Cumpliendo; ya que: o;; € R* > 0,¢; € Rm
Asi mismo el peso de la salida nitida de esta Gnicareglai =
1 es mediante la Propiedad 4 (peso de activacion de reglas)

respecto a j:
4
W1 = 1_[ Hyj (xj)
j=1

Sii=1-9= (Pllxl +P%x2 +p§x3 +p2x4) +r (77)
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El modelo ANFIS (74) con i = 1 es una funci6n continua
lineal sobre R que es multiplicada por una funcién Gaussiana
positiva y el resultado es un producto de funciones continuas;
lo cual es valido por la propiedad de continuidad de funciones
compuestas, ya que “...la composicién de funciones continuas
es continua” bajo la condicidn de que la funcién exterior sea
continua en el valor que toma la funcion interior[27] [28].

Hipdtesis:

Dado que i = 1; mediante el teorema de salida ANFIS se
puede obtener una funcién continua de salida nitida y del
sistema de termoformado:

(Zl 1W1 £ (x)i I Wi
L

Sii=k-y, = S
i=1

H?:l Uij (xj) (78)

Asi mismo: Vf (x); = X1 (pij - %)) +17).

Por induccién en (75) se obtiene que si:

i=k+1-(x; > Aygsr AN X2 2 Agppr AX3 > Az A
Xy = Agres1) = (X p41 = Z}%=1(pk+1 X)) + 1) (79)

Actualizando el peso de la salida nitida (77) de laregla iy
dado que i = k + 1 mediante la propiedad 4 respecto al peso
de activacion de reglas respecto a j se obtiene:

Wit = H?:l .“k+1j(xj) (80)
Con una salida nitida (78) actualizada:
T wif (0
Viri = St (8))

k+1
Z+

Siendo y,,.; una funcién racional de funciones de
pertenencia Gaussiana continuas, donde el denominador es
positivo para algin valor en su dominio cumpliendo con toda
la propiedad 2 en acotamiento, normalizacion, continuidad
funciones de pertenencia Gaussianas) Yu>0 'y
parametrizacion flexible @ (definicion 25). Por lo tanto y;4
también es continuaen R*m

La funcién de salida nitida y del ANFIS cumple que Vi de
reglas es continua en Rt ya que es verdadero que 3y, €
[0,1],7; € R* cumpliendo con las propiedades de
acotamiento y continuidad la funcion neuro difusa de las
entradas de vison térmica representadas como una funcién
continua (axioma 11) definida por las reglas difusas con
premisas Gaussianas (axioma 9).

Teorema 6.-Aprendizaje del sistema ANFIS mediante
entrenamiento por aprendizaje supervisado: De acuerdo a la
definicién de la tasa de aprendizaje y la definicion 14 en donde
se describia al conjunto de datos de entrenamiento ¢, E como
el error promedio acumulado en ¢, k como el indice de los
datos de entrenamiento, la definicion 13 de MSE, X, como el
vector de valores de entrada correspondientes al dato k y
como la salida deseada y, para el dato de entrenamiento k; el
modelo ANFIS que describia al conjunto de datos de
entrenamiento (57) queda actualizado como:

D={(xwy)}l k=12,..

6 (X yk) ER - (82)

Se puede establecer que el nuevo teorema que establece al
ANFIS con aprendizaje supervisado de acuerdo al nimero de
datos ¢ € N en donde el sistema converge con el parametro de
las variables 6 = [c;;, 0, p;;, 7] de la definicion 9 y 11:

D = {(xr, vk )}y

Mediante el conjunto de entrenamiento D (83) es posible
minimizar el error cuadratico medio E en el entrenamiento
ANFIS por aprendizaje supervisado de acuerdo a la definicion
13y 14 del MSE mediante:

k=126 (xy) ER  (83)

X))?  (84)

0

1
E = ;Z;zl Ok —

Demostracion:

Se demostrara que el ANFIS es capaz de aprender a partir
de ¢ datos [8] mediante la actualizacion de sus parametros de
las variables [24] y su error minimo: 6 = [c;j, 0;;, p;j,7;] € R
|En—>0-

Si¢=1- (xq,y;) el grado de pertenencia Gaussiana
[15] mediante el axioma del sistema difuso similarmente a
(76) seré:

)2
(xj1 Zl]) ) (85)

wij(xj1) = exp (— 202
ij
Asi mismo; mediante la propiedad de activacion de reglas
de la propiedad 4, el peso de disparo de la regla i para la
variable j = 1 en la salida x mediante (77) seré:

w; = 1_[ #ij(xj1)
H (86)

Por lo que utilizando la ecuacidn de la definicion de salida
total ANFIS (68) mediante la definicion 18 (regla de
inferencia de ler orden para los conjuntos difusos
Gaussianos); la regla de Sugeno de ler orden para la salida
total seré:

Eimaxow,.r))

imax
2,MAX

1= (87)

Utilizando la definicion 15 de tasa de aprendizaje n y que
el error cuadratico medio es: E = % = (y; — $,)? ; donde E es

una funcion diferenciable de los parametros p;j, q; del teorema

4, como se demostrd en: (60),(61); entonces respecto a u
existird un gradiente que tiende a minimizarse el cual actualiza
los parametros & como se demostro en el corolario del teorema
de salida ANFIS respecto al ajuste adaptativo en el tiempo (65);
por lo que la ecuacién quedara sustituyendo el pardmetro
general 8 por sus elementos p;j, q; € 6 como:

oF
pit =pf - U (88)

0E
fr=gf g (89)

© Autor(es) 2025. Articulo de acceso abierto bajo licencia CC BY-NC-ND @ @ © ®

32



Journal de Objetos y Objetivos Matematicos No. 12; enero-junio 2025.

ISSN 2683-264X. https://joom.org.mx

Por lo tanto, existe una correccién de parametros (88) y
(89) cuando el dato ¢ = 1 ; es decir ante la presencia del error
E el sistema es capaz de aprender minimizando E,,_,, debido a
la actualizacion de sus parametros de las variables 6.

Respecto al peso de salida si ¢ = k datos; se cumplira que
la correccion de parametros 6 de las variables sea:

Ee =5 2 0 = 9)° (90)

Lo anterior minimiza el error total iterativamente haciendo
que Ej_. . Para demostrar que cumple para ¢ =k + 1, se
genera un nuevo dato de entrenamiento X,,, de entrada
correspondiente al dato k + 1 vy su salida deseada y, ., para
el dato de entrenamiento k + 1 de acuerdo al modelo ANFIS
del conjunto de datos de entrenamiento quedara actualizado
como:

Eeer = 5= B9 0 = 90 + Gws = Pia)?] - (91)
Utilizando el teorema de convergencia y el axioma 3
respecto al Proceso de Retropropagacion Adaptativa [23]
respecto al pardmetro 6 [24] adaptable del sistema y su tasa de
aprendizaje 7, su el ajuste 6 de retropropagacién del error
minimiza E iterativamente por VE; por lo que la nueva
derivada del E respecto a cualquier parametro 6 al sustituirse
en f; de la definicion 2 lineal la ecuacion (91) con 0 sera:
0E 1 0E; J0E;
(RS E) @
Las funciones de pertenencia de la ecuacién anterior son
diferenciables mediante el axioma 9, donde fi es lineal de
acuerdo al teorema 5 y la ecuacion (69) de la definicion 23;
por lo que cualquier nuevo término por iteracion es
diferenciable y se actualizaran los parametros 6 por VE,,; —
Ek—>0 .
Por lo tanto; mediante la anterior induccion se cumple que
en el sistema ANFIS para todo dato existira un aprendizaje
entendido como el decremento de error:

V¢EN->SVE - E;om  (93)

IX. DISENO DEL SISTEMA.

El modulo de control inteligente con algoritmo
ANFIS/RNA [8] evalla el area geométrica (px?), el area
isotérmica en (px?), la ratio (razén) de elongacion vertical
(mm) = altura_actual / altura_inicial > 1.2 para
correlacionar la deformacion, area geométrica (px2) [7] vy
temperatura en el punto de elongacién maxima (°C) en tiempo
real para evaluar la condicion de activacion de motor de
descenso a la “zona de termoformado” en donde es valida
cuando la elongacion > umbral experimental y la temperatura
> 85 °C para activar el descenso del marco.

El sistema inteligente debe ser entrenado con imagenes
térmicas simuladas o datos que describan a la parabola colgada
sobre el PETG [1] y pruebas de laboratorio, los conjuntos
difusos de temperatura son: [bajo, medio y alto]; asi mismo el
conjunto de 4area deformada difusa serd: [minima,
considerable y maxima]. La salida defusificada [11] sera:
descenso del marco si temperatura > 85 °C'y area geométrica
deformada (px?) > umbral (calculado por regresion previa);
si los pixeles centrales son mayores que los laterales

simétricos, entonces éstos se reconoceran como un patron
parabdlico, por lo que el area debera ser = umbral en pixeles
para que la forma parabdlica [7] sea verdadera dando paso a la
activacion del descenso. Lo anterior es bajo entrenamiento que
generan reglas con base al aprendizaje del sistema. El
diagrama de flujo general se muestra en la figura 3.

| Inicio’ Arduino + MLX90640 |

v | Leer frame tarmico actual le
| Capturar imagen térmica | L
| Calcular TempMax, Ratio, Area, AreaGeom |
| Calcular TempMax, Ratio, Area, AreaGeom | T
| Calcular pertenencias y pesos |
| Enviar datos a PC via Serial | Y
T | Obtener saliga nitda ANFIS |
| Python recibe y almacena datos |
| Etiquetar datos’ 1=Descender, 0=No | i Salida = 0.457
| Escalar entradas con MinMaxScaler
‘ | Activar motor para bajar marco

| Inicializar ANFIS: 4 entradas, 10 reglas
¥

| Entrenar ANFIS con descenso por gradiente

L]

| Activar bomba de vacio

| Exportar matrices: means, sigmas, p, q |
‘

ESP32 carga matrices entrenadas

L]

Fig. 3. diagrama de flujo general del sistema

"I Esperar nuevo frame |

Y
| | Sensor detecta marco abajo

El entrenamiento del sistema se realiza en el lenguaje
Pyhthon conectado a la adquisicion de la termo-camara
mediante el ESP32 [6] hasta que ha aprendido mediante las
librerias numpy y skfuzzy colocando las variables difusas de
entrada: temperatura, ratio, area isotérmica y area geométrica.

La variable de salida: sera el descenso que activa el motor
del marco hacia la zona de termoformado. Se generan las
funciones de pertenencia para cada variable, entrada y salida.
Se aplica la fusificacion Gaussiana [15] definiendo conjuntos
linglisticos (bajo, medio, alto) de la temperatura. Las reglas
difusas Sugeno [10] de primer orden activan el “descenso”
cuando (temperatura=alta * ratio=alto * area=grande " area
geométrica=grande ); “espera” cuando (temperatura=media
v area geométrica=media ) y “no” cuando (temperatura=baja
v &rea geométrica=bajo ), como se muestra en la figura 4.

& e 5
\T/

| Importar librerias: numpy, sklearn, matpiotin |

Enirenar ANFIS con {asa de aprendizaje n
durante 500 iteraciones

Actualizar parametros del modelo en cada |
iteracion

Inicializar variables: time, temperaturas, ratios,
areas

| Guardar parémetros entrenados en memoria

Leer datos del ESP32 témmicos, imagen y de
elongacion, graficar matrices térmicas

v | Realizar predicciones con ANFIS enfrenado |
Efiquetar datos segun condiciones térmicas y
geométricas =
T Comparar prediccion vs efiqueta y tomar
decision
| Escalar enfradas con MinMaxScaler |
L Realizar graficas de variables térmicas,
— geométricas y curvas
| Inicializar ANFIS con 4 entradas y 10 reglas |
y | Exportar reglas tipo ifthen para Arduino |
Crear mafrices: means_10x4, sigmas_10x4,
p_10x4, ¢ 10

Fig. 4. Diagrama de flujo de entrenamiento que genera las matrices.

Las reglas aprendidas son agregadas al sistema de control
no difuso (en ese momento) para crear el sistema de
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entrenamiento del sistema hacia el ESP32 [6] que lee las
variables (temperatura, ratio, area y rea geométrica) seriales
del ESP32 asignando valores.

Al ejecutar el sistema difuso se toma la decision de
descenso del motor junto con gréaficas de control.

Una vez que aprendio el sistema en Python son cargados
los datos de aprendizaje exitoso mediante matrices de 10 x 4
mediante promedios (centros Gaussianos), sigmas (anchuras
de las funciones Gaussianas), p (coeficientes lineales de la
capa4)y q (términos independientes) en el ESP32.

Se configuraron asi mismo las entradas digitales para los
sensores inductivos de las posiciones calentamiento vy
termoformado, el motor de corriente directa de
desplazamiento, un relevador de estados solidos la bomba de
vacio y la comunicacidn serial para depuracion o monitoreo.

El sistema final entrenado se cicla en el mddulo de
adquisicion de datos de las variables matriz térmica,
temperatura maxima, area isotérmica, patron parabélico,
altura, ratio (altura/altura inicial) y area geométrica (mxn).

La decision ANFIS con el modelo entrenado trabaja con
las condiciones difusas de activar el motor de "descender" si
(temperatura_max > 80) Yy (ratio > 1.17) Yy (area_isotermica >
18.5) y (area_geometrica > 380) hasta que el sensor inductivo
indique que se encuentra en la zona de termoformado
activando la bomba de vacio durante 1 minuto terminando con
el blister PETG listo; "esperar" si (temperatura_max > 78) y
(ratio > 1.13) Y (area_isotermica > 15) y (area_geometrica >
300), en caso contrario "no descender", como se muestra en la
figura 5.

Inicio ESP32
Calcular salida nitida como
suma ponderada de reglas

Comparar salida con umbral 0.45

Importar librerias. Wire, AGaruit

MLX90640, EloguenthLX90640

Definir vaniables: frame térmico, temp_may,
elongacion, érea, drea_geométrica

Activar resistencia

Leer e interpolar frame termico;
detectar contomos = 85C

¢Salida == 0.45?

Esperar siguiente
frame termico

| Activar motor DC para descenso del marco I

Calcular entradas ANFIS: temperatura max,
ratio, area isotérmica, drea e

¥

Cargar matrices entrenadas: means
10x4, sigmas 10x4, p 10x4, g 10

[Calcular pertenencias Gaussianas
para cada enirada

Calcular pesos wi como
producto de pertenencias

Esperar sensor inductive que confirme
posicion "zona de termoformado”

Activar bomba de vacio

in de ciclo, apagar
resistencia y bomba
de vacio o repefir

Fig. 5. Diagrama de flujo del ANFIS embebido en la termoformadora.

X. MANUFACTURA Y PRUEBAS DEL SISTEMA ANFIS

La figura 6 muestra la maquina de termoformado
manufacturada generando un blister; en el entrenamiento se
obtuvieron patrones térmicos mediante visién artificial FIR,
como se muestra en la figura 7; asi mismo la figura 8 muestra
el resultado del termoformado de un blister con la forma del
molde.

La tabla 1 muestra 10 reglas entrenadas por supervision

para flexibilidad y cobertura del sistema dando

combinaciones numéricas aprendidas como subconjuntos

del espacio de entrada siendo algunas redundantes o

intermedias, mientras la tabla 2 muestra los datos difusos

en reglas “Sugeno” aprendidos por el sistema.

Motor CD. con

| tomillo sun fin
Relevador de estado
solido y resistencia
"Zona de horneado"
Marco mévil para

el colocado del PETG
Lamina PETG

Camara de vision
artificial FIR MLX90640

Sensor inductivo 1

Sensor inductivel:
& "Zona de termoformado”

~ Maolde

& Base con orificios para

_| |z bomba de vacio
Relevador de estado
solido y bomba de vacio
ANFIS embebido en ESP32
Panel de control

de encendido

Fig. 6. Termoformadora de blistere con control ANFIS embebido

mediante camara de vision artificial FIR MLX90640

Matriz térmica parabdlica - Tiempo Os.
o

Matriz térmica parabdlica - Tiempo 105

o &
a1
84
n
a3
&
S ow o
H
2 g B2
0
a o
a0 o0
6 10 2 w

Matriz térmica parabdlica - Tiempo 305

[
o 8s
s 10
81
20
83
o ®
S ow i
£
H
82 g 2
0
81 fn
&0
80 80
o EEEEE

WMatriz térmica parabslica - Tiempo 205 Matriz térmica parablica - Tiempo 50s

o 85 0 s
u 0
o aa
w 20
8 |
P T = g
i
0 a2 o
50 B
8 a
‘o &0
a0 @
D . 1w 2 =

Tiempo 605

Temp °€)

o © 20 3w

Watriz térmica parabélica - Tiempo 205
o

10

20

E

Temp (°C)

60

Temp (€1

Matriz térmica parablica -
o

1

visién artificial FIR MLX90640

Fig. 7. Patron de elongacién parabélico isotérmico mediante cAmara de
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Fig.8. Blister termoformado

Tabla 1. 10 reglas entrenadas.

Area . Area

Regla isotérmica Ratio . ;remperatura Geométrica Rgs_ultado
elongacion C (nitido)

cm? px?
RL Baja (= | Bajo = Media (75 - No

15.0) 1.10) 80) Baja (<200) descender
R2 Baja (< | Medio (1.10 Media (200 -

15.0) -1.17) Alta (> 80) 380) Esperar
R3 Media (15.0 Medio (1.10 Media (200 -

- 18.5) -1.17) Alta (> 80) 380) Esperar
R4 Alto >

Alta (> 18.5) 1.17) Alta (> 80) Alta (> 380) Descender
RS Medio (1.10 | Media (75 -

Alta(>18.5) | -1.17) 80) Alta (> 380) Esperar
R6 Media (15.0 | Alto > Media (200 -

- 18.5) 1.17) Alta (> 80) 380) Descender
R7 Alto >

Alta (> 18.5) 1.17) Alta (> 80) Alta (> 380) Descender
R8 Medio (1.10 | Media (75 -

Alta(>18.5) | -1.17) 80) Alta (> 380) Esperar
R9 Media (15.0 | Alto > Media (200 -

- 18.5) 1.17) Alta (> 80) 380) Descender
R10 Alto >

Alta (> 18.5) 1.17) Alta (> 80) Alta (> 380) Descender

Tabla 2. Datos difusos en reglas “Sugeno” aprendidos por el sistema

Temperat | Ratio Area Area ﬁgli'(?:
Regla ura max | elongaci isotérmic | geométri -
o . (decision
(°c) on a(cm?) ca (px?) )
Bajo Bajo Baja Baja No
R: t<75t < | r<1.10r< | a<l5a < | ag<300a | descende
75 1.10 15 g<300 | r(=0.0)
Medio Medio Media Media
R, 75<t<80 1.10<r<1 | 15<a<18. | 300<ag< | Esperar
75 <t< | .171.10< | 515<a< | 380300< | (=0.5)
80 r<1.17 18.5 ag <380
Alto Alto Alta Alta Descend
Rs >80t > | r=1.17r > | a>18.5a ag>380a er (= 1.0)
80 1.17 >18.5 g>380 ’

CONCLUSIONES

Al realizar el modelo matematico de un control ANFIS;
este permitio disefiar los diagramas de bloques y flujo 1,3y 5
para la manufactura de la maquina termoformadora de
blisteres mediante vision artificial FIR con MLX90640 de la
figura 6 y la programacion de su sistema de control embebido
en un microcontrolador ESP32 para obtener el blister de la
figura 8.

Al disefiar un control de termoformado mediante un
algoritmo ANFIS; esto permiti6 modelar modularmente las
secciones de sus componentes en:

a) Adaptativo: se realiz6 una actualizacion de parametros con
gradiente descendente mediante el Teorema de convergencia
mediante derivadas 0 y tasa de aprendizaje 7.

b) Neuronal: mediante el aprendizaje supervisado con MSE
que utiliza parametros ajustables, neuronas como funciones de
pertenencia Gaussianas con parametros ajustables y reglas con
conjunto de entrenamiento (g) para el aprendizaje artificial.

¢) Fuzzy (Difuso): Se trabajo con teoria de conjuntos difusos,
funciones de pertenencia Gaussiana y parametrizacion flexible
con aspectos de continuidad, simetria, conjuntos nitidos y
complementos para contornos isotérmicos.

d) Inferencial: Se construyé la base de reglas difusas con sus
respectivas funciones de pertenencia para las entradas (area
isotérmica, temperatura maxima, elongacion maxima)
mediante inferencia difusa para una salida nitida (crisp); asi
como la validacion formal por entrenamiento supervisado.

Al desarrollar el modelado matematico se encadenaron
propiedades y axiomas para lograr un teorema de la maquina
termoformadora con control ANFIS, su demostracion formal
por induccién y comprobacion en pruebas de campo en donde
el sistema entrenado pudo tomar decisiones en un entorno
térmico, como se aprecia en la figura 8.

Las funciones de pertenencia Gaussianas utilizadas fueron
justificadas por sus propiedades de continuidad coincidiendo
con Klir & Yuan [13] y Ross [15] en la descripcion de
propiedades de unicidad de su parametros bajo condiciones de
simetria como se trabaj6 con el uso del centro .

El Teorema que describe el aprendizaje por entrenamiento
ANFIS fue demostrado para ¢ datos, validando
matematicamente la convergencia del error cuadratico medio;
lo que valida el aprendizaje ante condiciones criticas de
descenso del marco al decrementar el error.

Se obtuvo una convergencia en el entrenamiento después
de 500 pruebas supervisadas una tasa de aprendizaje de n =
0.58.

Se definieron y validaron 4 entradas fundamentales:
temperatura maxima (x:), ratio de elongacion vertical (X2),
Area isotérmica > 85 °C (xs) y Area geométrica visual (xa).

Al estructurar las definiciones 1-4; estas permitieron
caracterizar la ductilizacién y elongacion del PETG como un
patrén geométrico parabolico/catenario reconocible por vision
artificial térmica; estableciendo mediante calibracion que
b(t) = 5px permitia el control adecuado de acuerdo a la
definicion 3.

Al disefiar el diagrama de flujo general; este permitié
modularizar procesos como el de entrenamiento guardando el
conocimiento aprendido en matrices 10 X 4 transferidas a un
microcontrolador ESP32.

La libreria  EloguentMLX90640  permiti6 el
reconocimiento de un patrén de elongaciéon mediante vision
térmica.

La activacion de la resistencia, motor y bomba de vacio se
activaron sobre salidas nitidas del ANFIS, mostrando
respuesta en condiciones controladas.

Se construy6 una maquina de termoformado inteligente de
bajo costo al utilizar en la manufactura madera, un
microcontrolador ESP32 y cdmara MLX90640.

El uso de relevadores de estado sélido garantiza que no se
genere un enclave velocidades de conmutacion altas; evitando
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la probabilidad de fallas de relevadores mecanicos a largo
plazo.

Al utilizar la maquina termoformadora de blisteres
mediante vision artificial FIR de la figura 6; ésta permitid
colocar un molde y una ldmina PETG en ella para lograr
obtener el blister de la figura 8.

A diferencia de otros trabajos para termoformado que
utilizan un control PID tradicional; el proyecto integré vision
térmica como entrada directa al modelo ANFIS, reconociendo
patrones geométricos sin contacto al utilizar un FIR.

El trabajo puede servir como texto de modelamiento
matematico para sistemas ANFIS al desarrollar y estructurar
formalmente mediante teoremas, axiomas y demostraciones
poco comun en desarrollos aplicados.
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Resumen- La presente investigacion, infiere en dos modelos
matematicos : una RNA y un nuevo modelo en teoria de colas.
Los dos modelos siguen un riguroso planteamiento matematico
con corolarios y demostraciones empiricas. El objetivo es generar
un marco de investigacion a estrategias de crecimiento en lo
matematico y esto aplicado a la economia, la educacion y el
crecimiento funcional de los pueblos. Los modelos son
adaptaciones a el planteamiento matematico, y sus
demostraciones tienen a su vez, en algunas ocasiones, mas de una
demostracién. La RNA se la desarrolla en prediccién de crisis
econémica global en la pandemia y futura crisis global en el
aumento de las tarifas de importacion. El modelo de teoria de
colas genera una derivacion del modelo de encontrar n clientes
en colas y su aplicacion en un nuevo modelo, a las distintas crisis
econdmicas y sociales. El modelo de RNA, también es aplicado en
educacion. Si bien sus aplicaciones son variadas, se eligen algunas
de relativa importancia.

Palabras Clave- inteligencia artificial, RNAs teoria de colas,
economia, educacion.

Abstract- The present research infers in two mathematical
models: an ANN and a new model in queue theory. Both models
follow a rigorous mathematical approach with corollaries and
empirical demonstrations. The objective is to generate a research
framework for growth strategies in mathematics applied to
economics, education, and the functional growth of communities.
The models are adaptations to the mathematical approach, and
their demonstrations sometimes have more than one proof. The
ANN is developed for predicting global economic crises during
the pandemic and future global crises due to the increase in
import tariffs. The queue theory model generates a derivation of
the model that finds n customers in queues and its application in
a new model addressing various economic and social crises. The
ANN model is also applied in education. Although its applications
are varied, some of relatively high importance are chosen.

Keywords- Artificial intelligence, ANNs. queue theory,
economics, education.
Mathematical Subject Classification: 60K25, 68TO07.

I. INTRODUCCION

Las matematicas como lenguaje de importancia al
crecimiento global de los pueblos siguen la tematica de la
abstraccion de la realidad y la bisqueda de patrones. Los
modelos matematicos que se plantean, vienen de esa practica,
y sus diversas aplicaciones nos llevan a la reflexién, no todo
puede ser expuesto en un teorema o axioma; algo que Kurt
Godel demuestra en su ldgica en los dos teoremas de la
incompletitud. Las matematicas son limitadas, pero la
bisqueda de patrones y abstraccion de la realidad; siguen
siendo el motivo de desarrollo cientifico y tecnoldgico que la
era moderna nos pide. El modelo de RNA parte de una
abstraccion en teoria de colas con media y desvio derivado de

la binomial negativa, que es otra de las demostraciones
sugeridas. La media y el desvio siguen un riguroso planteo
matematico. Si los pesos Pr son pequefio, las neuronas de la
capa oculta tienden a un valor dependiente de «.

Axiomatizacién de una red neuronal [2] .-No se suele
axiomatizar formalmente como en matematicas puras y se
construye segun estos principios béasicos:

1 - Las entradas pueden representarse como vectores
numMEricos.

2 - Cada neurona transforma sus entradas en una combinacion
lineal mas una funcién no lineal.

3 - Las capas pueden apilarse en forma secuencial o
estructurada.

4 - Elaprendizaje se logra ajustando los pesos .

5 - La funcidén de no pérdida se mide el error entre salida
esperada y real; y guia el aprendizaje.

Axioma en teoria de colas.- (1 — p): Probabilidad de llegar
primero y tener atencién. [3]

Escolio.-Se desprende de este razonamiento:

A-pd-p.ad-p....0d-p=>0-p)"

Il. TEOREMA DE RED NEURONAL DE PERDIDAS.

Si la probabilidad de llegar primero y ser atendido es
(1 — p), entonces la probabilidad de perder clientes en cola

monocola-monocanal en el tiempoes: P =1—-(1— p)l/t y
la sucesion de pesos de esta probabilidad con una propagacion
hacia atras de la siguiente manera P2
= (p. (1 — p))?, y las neuronas ocultas toman el valor de:

1

(0] (GPrD GPrD o P donde «es una tasa de

decrecimiento es una red neuronal de perdidas

RNA [1] es un conjunto de neuronas artificiales conectadas
entre si en estructuras llamadas capas. Cada neurona recibe
entradas, les aplicas un calculo (normalmente una combinacién
lineal + funcion de activacion) y genera una salida que pasa a
la siguiente capa.
Capas de una red neuronal
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1- Capa de entrada (input layer): Es donde entra el dato
bruto como pueden ser valores numéricos

2- Capas ocultas (hidden layers): procesan la
informacion aplicando funciones matematicas.
Pueden ser muchas, y mientras mas haya, mas
compleja es la red. Cada neurona en esta capa realiza
Y = f(Xwixi + b)

3- Capa de salida: devuelve el resultado final L]

Demostracidn.-Este razonamiento es el de llegar primero
unay otras veces y no irse al ser primero en la cola. Se usa la
notacion de “producto”, al darse: “una cosa y la otray la otra”;
repetidas veces hasta una cierta cantidad “n”.

Entonces el llegar en cualquier posicion; menos la de primero
e irse con una cierta probabilidad es el complemento del
razonamiento y axiomas descritos:

Pr=1—(1—P)n
N=:=

t

B=1-(1-p)

Para este razonamiento usamos teoria de colas. El p, supone
el factor de trafico del sistema; en teoria de colas. [ ]

Segunda Demostracién:

Binomial Negativa (Pascal - Polya)

P(n:m) = C(n—l,x—l)pxq(n_X) [4]

(n-1)!

x ,(n—x)
(n—x)'(x-1)! q

P=m) =

C(n-1,—1) Este término cuenta las formas de distribuir x —
1 éxitos en los primeros n — 1 ensayos, dejando el ultimo
ensayo n como el éxito final
1 - Cuenta combinatoriamente las formas posibles de obtener
X -1 éxitos en n — 1 ensayos
2 - Refleja la estructura de los ensayos previos al éxito final
3 - Es clave para construir la probabilidad de un nimero
especifico de ensayos hasta lograr un nimero dado de éxitos
p: probabilidad de éxito
g: probabilidad de fracaso
X: cantidad éxitos
n: cantidad de intentos

Hago x = n. Probabilidad de n éxitos en n intentos.

po_ @DV L aew

T m—nlm-DP
1 n,0

h=5p"a

Pr:pn
p=>0-q)
Pr=(1_q)n

q=p
P‘r:(l_p)n

Complemento:
Pr =1- (1 - P)n

Consideremos a n como la cantidad de intentos, por ese
motivo el tiempo es inversamente proporcional a los n intentos,
debido a que al aumento del tiempo t la probabilidad Pr toma
su menor valor, entendiéndose esto como en el transcurso de
mayor tiempo la probabilidad de pérdida es relativamente
menor por ser un sistema de mejora de las pérdidas. De la
misma manera, al considerarse el inicio del tiempo t = 0, la
probabilidad final Pr es mayor.

N=2

t

P=1-(1-p)

Extremos Relativos

0<Pr<i1

Veamos los valores de probabilidad para los extremos
relativos de p y n.

Parap =0
P=1-(1-0)"
P=1-1=0
Como referencia a este valor de Pr podemos definir que a

bajos valores de p representacion de poca actividad de las
colas de espera.

Parap =1
PB=1-(1-1"
P=1-0=1
Parat= 0
P=1-(1-p)/o
PB=1-0=1
Parat — oo

B=1-(1-p=
P=1-1=0
Probabilidad de Perder Clientes en Cola en el tiempo
P=1-(1-p) =
Axiomatizacién [5]
Los intentos de uso del sistema son independientes del

tiempo. La probabilidad de no usar el sistema en un periodo es:
1-p
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Justificacion: Esto permite modelar la no ocurrencia del
evento como una multiplicacion de probabilidades en distintas
unidades de tiempo.

Axioma 2

Tiempo se divide en unidades iguales
El tiempo total de analisis t se divide en 1/t unidades, o
fraccionar el tiempo en que ocurre un evento aleatorio.
Justificacion: permite modelar la probabilidad acumulada en
una pequefa unidad de tiempo, como limite o probabilidad
marginal.

Axioma 3
La probabilidad de que al menos un uso ocurra en un

intervalo se modela como: B. =1 — (1 — p)l/f
Justificacion: Si la probabilidad de no usar es 1 - p, entonces la
probabilidad de no usarlo en una fracciéon de tiempo es

(1-p)'e

I1l. MEDIA.

Desde la j-ésima prueba mediante la variable aleatoria de
Bernoulli I;, que toma los valores 0 y 1 con probabilidades q y
p. El nimero de fallos se mide como la suma de n variables
independientes [6]

X=L+L+..+1,

La media de cualquier I; es E(I;) = (0) . (p) + (1) . (@) = ¢

Al considerar la cantidad de éxitos como nula, entonces
podemos considerar valor cero productos con la probabilidad
de éxito p; y valor 1 producto de la probabilidad de fracaso g.

La media de la distribucion binomial pu = E(X) = E(I) +
E(L)+..+E(l)=q + g+ ..+ g=n.q

Ya que sabemos: E(X £ Y) = E(X) £ E(Y)

Donde E(X) es la esperanza de X

Con lo que se demuestra la media

Definicion:
L Media total de fracasos (esperanza matematica del total)
E(X): esperanza matematica (valor esperado)
Ij: Variable indicadora de fracaso en el intento j
Q: probabilidad de fracaso en un solo intento
N:namero total de intentos
1- Modelo de Bernoulli
Cada intento es un experimento de Bernoulli
Ij ~ Bernoulli(q) conP(lj =1)=q P(Uj=0)= 1-g¢
2 - Independencia
Los intentos son independientes entre si
Para todoj # k,Ij+1k
3 - Linealidad de la esperanza matematica

Q. ID=EQ. EA)

4 - Esperanza de una variable Bernoulli
E(lj) = q
La media nace de un calculo para la binomial. Este nos lleva a:

la

Es decir, la media es el producto del inverso de tiempo por
probabilidad de fracaso.

IV. DEsvio.
El desvio nace de un célculo de la binomial. Este nos lleva

1
o?=<.p.q [7]

Formula exacta del desvio de la Binomial [8]

o=,np.q

N
p:

: ndmero de ensayos
probabilidad de éxito

Q =1-p: probabilidad de fracaso
N.p.g :% .p.q

Entonces

N=1

Cont==

t

Axioma 1.-Probabilidad de éxito y fracaso
P € (0,1)
Q=1-p

Axioma 2.-Numero de ensayos
N € Naturales

Axioma 3.-Varianza de la distribuciéon Binomial
X ~ Bin(n,p) es

1
t

Axioma 4.-Linealidadenp . q
La varianza es directamente proporcional al producto p . q,

que representa la dispersion potencial por ensayo

_ 1
0= o((1=PT1). (1-P72) ... (1=PTM)).x
2=%.0
Dx
% =-k.D «
LnO=-k.x

1

O = ek. x
K=(1-Pr1). ... 1-Prn))
SiPr—>1

_ 1
0= (-1, (1-1) ... @-1)x
0o=+=1

e

un
Si
0]

Los valores de los nodos de la capa oculta aumentan con
a probabilidad de pérdida o pesos grandes
Pr—0
_ 1
- o((1=0). (1-0) ... (1-0)).x
1

EOC
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Si los pesos Pr son pequefio, las neuronas de la capa oculta
tienden a un valor dependiente de «.

Corolario 1.-Si t=1, entonces Pr=p y es su maximo valor
sabiendo esto la probabilidad de perder se concentra en su
valor de p o de fracaso.

Demostracion
B=1-(1-p"

P = _(1_p)

Corolario 2.-Solo se van clientes insatisfechos, entonces
p=1

Demostracion:

Corolario 3.-Si el sistema es eficiente, no se van clientes
Demostracion
p=0
PB=1—(1-0)"
P.=0 [

Teorema 2.- Si conocemos la probabilidad de llegar y
encontrar n clientes en cola en colas monocola — monocanal ,
segln la notacion Kendall - Lee es
(M/M/1):(FIFO /o /), una sola cola y un solo servidor o
canal de atencion: Pr=(1-p).p™ [9], entonces si observamos
un crecimiento de p la probabilidad se transforma en: Pr=

(1-p.Ap).(p. Ap)™ O

Demostracion :
Consideremos un incremento de p
- p €[0,1] una probabilidad
- Apunincremento asociado a p
- N & Naturales
- P=p.Ap
- C=1- ﬁ

Pr=(1-p.Ap).(p. Ap)"

0<Ap<1

0<p=l

Entonces se demuestra

0<p.Ap<l

0< (p.-Ap)" <1

0<Pr <l [ |

Escolio.-En el COVID la pandemia gener6 a nivel global
una baja en el mercado interno, exportacién y suba de
inflacion. Los valores son de 2020.

Tabla 1.Paises y su mercado interno, exportacion e inflacion

Pais Merc. Int. Exp. Inflacion
Argentina 13% 15% 36,1%
México 11% 9% 3,15%
Espafia 10,8% 10% -0,5%
(deflacion)

Veamos los pesos con un tiempo t de 2 afios que es lo que durd
la pandemia. Las variables de entrada son los paises y las

neuronas ocultas son las bajas de mercado interno, exportacion
y suba de inflacion.
Las capas ocultas son fundamentales en las RNA, por su
capacidad de aprendizaje y generalizacion.
Capa oculta [10].- Es una capa intermedia entre la capa de
entrada (inputs) y la capa de salida (outputs)
Se llama oculta porque sus neuronas no son directamente
observables (sin embargo en la presente RNA esta considerado
que las neuronas de la capa oculta tienen valores que se sacan
de la realidad), no producen salidas directamente (la misma
definicidn, las salidas son importantes al analisis del modelo).
Importancia de la capa oculta
- Transforma datos de entrada en una representacion
interna til
- Introduce no linealidad entre entrada y salida
- Capacidad de aproximacién universal
- Extrae caracteristicas

Axioma 1.-Una red neuronal artificial contiene al menos
una capa que no es de entrada ni de salida
3f® : 1 < 1< L (capa oculta)
Axioma 2
3 N con capa oculta tal que para todo €>0, ||f(x) — N(x)|| <
€
Este es el teorema de aproximacion universal

." . l

Argentina /" Mercado Internc
) Salida
Mexico ‘Exportaciones
",
Ezpana Inflacicn

Fig. 1. Inteligencia artificial en economia

pl1=0,13

P=1-(1-013)"2
P., = 0,06726
p2=0,15

P.=1-(1-015)"2
P, = 0,07804
p3=0,361

P.=1-(1-0361)"
P.5 = 0,20062
p4d=0,11

B =1-(1-011)"2
P., = 0,056601

p5 = 0,09
P.=1-(1-0,09)"2
P.. = 0,04606
p6 = 0,0315
P.=1-(1-0,0315)"2
P., = 0,01587
p7=0,108
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P.=1-(1-0,108)"2
P., = 0,05554
p8=0,10
P.=1-(1-0,10)"2
P, = 0,051316
p9 = 0,005
P =1-(1-0,005)"
P4 = 0,002503
Los B. son los pesos, ahora calculamos los valores de las
neuronas ocultas
x=3
01

1
T 2((1-0,06726) . (1-0,04606) . (1-0,051316)).3

01 = 0,14519 (Este valor es correspondiente a la neurona
oculta mercado interno)
1

02

" 2((1-0,07804). (1-0,056601) . (1-0,05554)).3

02 = 0,14331 (Este valor es correspondiente a la neurona
oculta exportaciones)
1

03

- e((1—0,20062). (1-0,01587) . (1-0,002503)).3

03 = 0,15208 (Este valor es correspondiente a la neurona
oculta inflacion)

Definicién de elementos

- Pie[01] paratodoi=1,2,...,n

- Axioma 1: Dominio de pardmetros, cada Pi representa
una probabilidad de proporcién

- Axioma 2: N € Naturales

- Producto de complementos

- P=IIL(1 —pd)

- Axioma 3: producto de complementos y es
probabilistico

- Media de productos: £

- Forma axiomatica final
P1,p2,...,pn €[0,1]
N € Naturales

- P=I[L (1 —pd)

S _ 1
- ((1-01). (1-02). (1-03)).3

1
S= 2((1-0,14519). (1-0,14331). (1-0,15208)).3
S =10,17914 (Salida del sistema)
La salida del sistema a medida que la probabilidad va
aumentando dimensiona una posible recesidn en estos tres
paises
A modo de ejemplo calculamos los valores de p que van
cambiando los pesos Pr
pL1=(pl.(1 - p1))?
p1.1=(0,13.(1 — 0,13))?
pl.1=0,01279
Y de esta manera se van calculando los distintos valores de
pesos Pry luego los valores de neuronas ocultas y de salida.
Es probable, y como ocurrid, una recesién mundial.
Con valores actuales, esta inteligencia artificial puede predecir
una nueva recesién mundial de aplicarse las politicas de
aumento de tarifas a las importaciones en EEUU. Cabe sefalar,

que esto puede durar unos afios o quizas mas; dependiendo de
si se vuelve atras en esta politica econémica.

Ejemplo 2

Para saber la situacion social en cuanto a la educacion en
México en distintos estados y referidos a la desercién o
desgranamiento en la secundaria y primaria.

Estos valores son aproximaciones y corresponden como fines
matematicos a una mejora en la situacién social.

Tabla 2. Inteligencia artificial para la educacién

Estado Desercion Desercion
Secundaria (Capa Primaria
Oculta) (Capa Oculta)
Ciudad de 3,2% 2,1%
Meéxico (Capa
Entrada)
Puebla (Capa 2,1% 0,4%
Entrada)
Capa de Entrada  Capa Oculta

Salida

Ciudad de México Deszercion Sec.

Fig. 2. Inteligencia artificial en educacion

Puehla. .Deserc[c':-n Prim

pl = 0,032 (Ciudad de México-Sec.)
P =1-(1-0,032)"
P,, = 0,01613
p2 =0,021 (Ciudad de México-Prim.)
P.=1-(1-0021)"2
P, = 0,01055
p3 =0,021 (Puebla-Sec.)
P =1-(1-0,021)"
P,; = 0,01055
p4 = 0,004 (Puebla-Prim.)
B.=1—-(1-0,004)"2

P,, = 0,002002
X =

w |l

_ 1
- e((1—0,01613) . (1-0,01055)).3

O

1

01 = 0,12592 (Este valor es correspondiente a la neurona
oculta desercion secundaria)
1

02

= 2((1-0,01055). (1-0,002002)).3

02 = 0,12417 (Este valor es correspondiente a la neurona
oculta desercién primaria)

S=
1

S =
e ((1-0,12592) . (1-0,12417)).3

S =0,15502 (Salida del sistema)

e((1_01) . (1-02)).3

La tendencia con la actualizacion de pesos es un
incremento de estos valores, que si bien tienen mucho sesgo;
representan una situacién preocupante a la regién y
especificamente a México.
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Tabla 3. Ejemplo teorema 2:Incremento en los salarios e incremento en el
consumo

Pais Incremento salario Consumo Pollo
(2024-2025)

México 0,12 (12%) 0,025 (2,5%)
Colombia 0,09 (9%) -0,025 (-2,5%)
Argentina -0,16 (-16%) 0,015 (1,5%)
Costa Rica 0,02 (2%) 0,037 (3,7%)

Pr=(1-p.Ap).(p. Ap)®

México
Pr = 0,85 (Probabilidad alta para ambientes propicios de
crecimiento 2024-2025)
Ap = 0,12 (Variacion de incremento de salario 2024-2025)
p = 0,025 (Este valor de p corresponde a un analisis de
consumo de pollo)

Pr

a—pay) n.Ln(p.Ap)

N =0,02745 El valor de n significa una mejora de 2,745%
en los niveles de consumo de periodo 2024-2025

N=~=p
Costa Rica
Pr = 0,85 (Probabilidad alta para ambientes propicios de
crecimiento 2024-2025)
Ap = 0,02 (Variacion de incremento de salario 2024-2025)
p = 0,037 (Este valor de p corresponde a un andlisis de
consumo de pollo)
Pr
n Y n.Ln(p.Ap)

N = 0,02244 El valor de n significa una mejora de 2,244%
en los niveles de consumo de periodo 2024-2025
N =~ Ap Lo que nos trae como observacion incrementos salarios
que mejoraran en el periodo 2024-2025

Tabla 2.Ejemplo 2 :Aumento de empleo y aumento de estudiantes

Pais Aumento Matricula Aumento de empleo
univ. (2024)

México 0,58 (58%) 0,028 (2,8%)
Colombia 0,27 (27%) 0,027 (2,7%)
Argentina 0,37 (37%) 0,037 (3,7%)

México
Pr =0,75 (Probabilidad alta para ambientes propicios de
crecimiento 2024)
Ap = 0,58 (Variacion de incremento de matricula
universitaria 2024)
p = 0,028 (Este valor de p corresponde a un analisis de
incremento de empleos)

P—T=n.Ln(p.Ap)

(1-p.Ap)

N = 0,06584 El valor de n significa una mejora de 6,584%
en los niveles de creacién de empleos 2024

N = Ap
Colombia
Pr =10,75 (Probabilidad alta para ambientes propicios de
crecimiento 2024)
Ap = 0,27 (Variacion de incremento de matricula
universitaria 2024)
p = 0,027 (Este valor de p corresponde a un analisis de
incremento de empleos)

Pr

Y n.Ln(p.Ap)

N = 0,05697 El valor de n significa una mejora de 5,697%
en los niveles de creacién de empleos 2024
Argentina

Pr =10,75 (Probabilidad alta para ambientes propicios de
crecimiento 2024)
Ap = 0,37 (Variacion de incremento de matricula
universitaria 2024)
p = 0,037 (Este valor de p corresponde a un analisis de
incremento de empleos)
Pr
a—pay) n.Ln(p.Ap)

N = 0,06382 El valor de n significa una mejora de 6,382%
en los niveles de creacién de empleos 2024.

V. CONCLUSIONES.

Un planteamiento matematico genera soluciones diversas
es inferencial y probabilistico; también cabe aclarar, que es Util
a otras ramas como la geologia y actividad sismica, el medio
ambiente, la seguridad ciudadana y otros. La red neuronal
propuesta surge de una abstraccion en teoria de colas y es
novedosa desde la perspectiva de usar la teoria de las
decisiones en las RNA. Se plantea como solucién o
predicciones a la calidad educativa y a las predicciones de una
probable recesion mundial por la politica de tarifas de EEUU.
Su aporte en el plano cientifico y de ciencias sociales es
fundamental para entender el contexto actual, un poco caotico
y por lo tanto casi impredecible. Esto nos lleva a la conclusién
de que las RNA, como método innovador de la IA, pueden ser
usadas en la abstraccién de fenémenos complejos de dificil
resolucidn. El segundo modelo de derivacion de teoria de colas
sirve para ciencias sociales entre otras ciencias y sus
aplicaciones explican que este modelo de incrementos puede
ser usado fuera del &mbito de colas de espera; y mas
precisamente, en economia y educacion. Desde esa resolucion
es novedoso el uso de la teoria de colas.
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